第 三 版 序言 


这 本 书 , 它 的 第 三 版 现在 与 读者 见面 , 在 延续 四 分 之 一 的 世纪 
中 伴随 着 群 论 的 发 展 ， 并 在 力所能及 的 范围 内 促进 了 它 ， 作 者 在 
1940 年 写 完 了 这 本 书 的 第 一 版 ,次 年 看 过 了 两 次 校 样 ， 只 是 由 于 
战 时 的 条 件 把 此 书 的 出 版 延迟 到 1944 年 ， 在 第 一 版 的 引 论 部 分 
一 一 此 引 论 的 大 部 分 内 容 将 在 下 面 重新 给 出 一 一 说 明了 作者 在 写 
此 书 时 所 追求 的 目标 . 

在 四 十 年 代 , 一 般 群 论 经 历 了 族 劲 的 发 展 ， 在 阿 贝 尔 群 论 , 直 
积 的 理论 , 可 解 群 、 畦 霍 群 以 及 具 各 种 有 限 条 件 群 的 理论 中 得 到 特 
别 巨大 的 成 就 ， 由 О. Ю. Шмидт 英 基 的 苏联 群 论 学 派 在 此 发 展 
中 起 了 很 重要 的 作用 ， 特 别 ， 许 多 按 本 书 的 第 一 版 学 习 群 论 的 年 
青 苏联 代数 学 者 作 了 许多 工作 一 一 这 里 提醒 一 下 ， 本 书 的 打字 稿 
从 1940 年 便 保留 在 莫斯科 大 学 数学 力学 阅览 室 中 并 供 研究 学 习 
z Jg. О 

本 书 的 第 二 版 , 它 完成 于 1952 年 而 出 版 于 1953 &, T d 
至 五 十 年 代 初 期 群 论 所 达到 的 状况 ， 这 实际 上 是 一 本 新 书 ， 有 新 
的 安排 ， 有 许多 新 的 章节 ， 并 把 由 第 一 版 转 引 来 的 材料 重新 改写 
了 。 只 是 由 于 新 书 在 自己 的 基础 中 含有 原来 的 并 且 在 想法 上 和 它 
非常 接近 , 使 得 作者 对 它 保留 了 原来 的 目录 ， 

在 这 段 时 间 内 本 书 的 出 版 在 世界 范围 内 有 了 反响 ， 即 是 ， 在 
1953 年 在 德意志 民主 共和 国 出 现 了 第 一 版 的 德 文 译 本 ， 晚 一 ш 
出 版 了 第 二 版 的 译本 : 在 1955 年 出 的 匈牙利 译本 , 1955 和 1956& 
分 两 册 出 的 英 ( 美 国 ) 译 本 ,1959 年 罗马 尼 亚 译本 ,1960 和 1961 年 
分 两 册 出 的 日 译本 ，1964 年 出 的 中 译本 (上 册 )，、 这 使 得 这 本 书 在 
世界 许多 国家 中 参与 群 论 的 发 展 . 
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五 十 年 代 和 六 十 年 代 前 一 半 是 群 论 进一步 向 前 发 展 的 时 期. 
解决 了 许多 问题 ， 它 们 曾经 是 常年 ， 有 时 是 几 十 年 悬而未决 的 . 
一 一 这 里 我 们 指出 例如 关于 周期 群 的 Burnside 问题 , VA XT E 
有 有 限定 义 关系 式 群 的 判定 问题 ， 阿 贝尔 群 经 历 了 根本 的 改选. 
在 可 解 群 和 界 零 群 论 中 完成 了 许多 工作 . 形成 了 一 系列 新 的 方向 ， 
一 一 这 里 我 们 壁 如 点 出 群 的 流 形 理论 ， 群 类 ( 亦 即 抽象 的 群 的 福 
质 ) 的 理论 , 群 上 的 运算 理论 , 自 同 构 群 以 及 群 对 偶 理 论 . 在 群 论 的 
基础 部 分 也 出 现 了 一 些 本 质 性 的 变化 , 例如 , 从 带 算 子 的 群 过 渡 到 
多 元 算 子 群 即 是 其 中 一 个 . 

在 这 一 期 间 关于 一 般 群 论 研究 的 迅猛 程度 可 以 有 一 个 量 的 刘 
划 ， 即 是 ,本 书 第 二 版 中 的 文献 索引 是 相当 完全 的 , 它 大 致 有 五 百 
篇 论文 ， 另 一 方面 , 在 第 二 版 完成 后 的 这 些 年 中 , 关于 无 限 群 的 一 
般 理 论 ( 即 是 , 除去 关于 有 限 群 的 , 关于 置换 群 的 ， 关 于 线性 群 的 ， 
关于 Lie 及 《代数 ?> 群 的 , 关于 拓扑 群 的 , 关于 有 上 序 群 的 ， 关 于 模 论 
等 等 的 工作 以 外 ) 发 表 了 不 少 于 1300 篇 论文 (其 中 近 三 分 之 一 是 
25 Xk Ed M I). 

在 近年 中 出 版 了 一 些 专著 , 论述 一 般 群 论 的 某 些 个 别 的 分 枝 . 
这 样 专题 性 的 著作 在 今后 亦 将 出 现 , 这 是 完全 自然 的 ， 但 是 ,我们 
大 家 都 明白 , 除 这 些 著 作 外 需要 有 综合 性 的 论述 , 它 能 从 人 整体 上 反 
映 群 论 并 能 作为 统一 的 学 科 保 留 着 它 ， 在 这 些 年 中 在 不 同 的 国家 
中 出 现 了 一 些 一 般 性 质 的 书 ， 每 一 本 都 有 自己 的 成 就 ， 但 遗憾 的 
是 , 其 中 的 任 一 本 都 不 能 完全 地 满足 上 述 要 求 . 这 就 是 本 书 新 版 出 
HRE, | 

作者 清楚 地 的 知道 , 实际 上 应 该 写 一 本 完全 新 的 书 . 然而 作者 
还 知道 , 在 上 面 已 谈 到 的 这 种 非常 丰富 的 材料 下 , 这 本 书 该 是 三 册 
的 ， 而 作者 已 无 法 安排 这 样 巨大 量 的 工作 。 因此 这 个 第 三 版 有 一 
个 非常 不 寻常 的 形式 ， | | 
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这 就 是 , 除了 不 多 的 一 些 变动 , 例如 纠正 个 别 不 准确 的 地 方 以 
及 一 些 误 印 或 者 符号 的 某 些 近代 化 ， 在 其 中 保留 了 第 二 版 的 全 部 
内 容 ， 可 为 这 种 再 版 旧 的 原文 辩解 的 是 此 书 已 很 久 脱 销 了 一 一 其 
至 某 些 年 青 的 苏联 群 论 工作 者 在 自己 家 中 也 没有 它 ， 

本 书 印 数 不 多 的 第 一 版 就 更 是 少见 了 ， 但 是 ， 正 如 作者 在 第 
二 版 序言 中 所 说 过 的 , “遗憾 的 是 , 由 于 无 法 加 和 免 全 书 篇 幅 的 增 大 ， 
作者 不 得 不 把 旧书 的 许多 地 方 完全 其 去 ， 有 时 甚至 要 删 去 整个 的 
一 节 , 而 这 些 内 容 在 当时 把 它们 收入 本 书 中 并 不 算 错 ?， 第 二 版 的 
读者 不 止 一 次 地 被 介绍 去 参考 第 一 版 的 相应 章节 ; 并 且 直 到 现在 
不 得 不 引用 本 书 第 一 版 的 还 有 其 他 一 些 作 者 . 

由 于 这 个 原因 在 第 三 版 中 在 第 二 版 的 原文 间 插 入 第 一 版 中 的 
某 些 材料 . 有 时 这 是 一 些 整 个 的 节 ; 此 时 它们 的 编号 同 于 其 前 面 的 
第 二 版 中 节 号 而 组 以 字母 a( 有 时 是 b йс), 读者 不 难 由 目录 中 找 
到 这 此 节 ， 在 383423，26, 33, 35, 42, 44, 53, 54 中 也 插入 了 第 一 版 
中 某 些 内 容 ， 

这 就 是 本 书 的 基本 课文 。 书 中 还 包含 《第 一 版 的 结束 语 > шщ 
然 ， 经 过 了 四 分 之 一 世纪 它 已 完全 失去 了 作为 指明 群 论 进一步 发 
展 道路 的 岗 领 性 文章 的 意义 ， 其 中 有 许多 现在 看 起 来 甚至 是 天 真 
的 , 但 是 , 把 当时 还 年 青 的 作者 所 提出 的 纲领 与 科学 的 实际 发 展 对 
比 一 下 是 大 有 孝 益 的 ， 我 们 在 《结束语 ? 的 原文 中 没有 引入 任何 变 
动 ; 只 是 引用 第 一 版 的 各 节 时 附加 以 本 书 基本 课文 相应 节 的 编号 
(用 圆 括号 括 起 来 ), 此 外 , 无论 是 基本 课文 的 还 是 后 面 的 < 补充 > 的 
节 号 则 用 方 括号 ， 在 这 些 节 中 读者 可 以 找到 所 考察 问题 的 进一步 
发 展 的 信息 ， | 

标 名 为 <41952 一 1965 年 无 限 群 论 的 发 展 > 的 < 补充 》 该 是 对 专 
家 来 说 最 有 益 的 。 作 者 试图 在 其 中 给 出 本 书 第 二 版 写 完 以 后 的 这 
些 年 中 一 般 群 论 发 展 的 概况 也 将 谈 到 某 些 早期 的 工作 ， 那 是 因 


4 序 [:] 
为 作者 认为 在 第 一 版 中 没有 充分 反映 它们 是 不 应 该 的 ， 当 然 ， 另 
一 方面 ， 作 者 无 法 以 应 有 的 完善 在 这 个 总 结 中 反映 最 近 几 年 的 文 
缺 ， 然 而 这 一 点 可 以 由 发 表 在 6 科学 的 汇总 > 从 书 中 的 一 些 总 结 文 
章 来 补充 . 

< 补充 > 的 计划 没有 重复 基本 课文 的 计划 而 是 更 接近 于 说 明 ;: 
如 果 作者 现在 要 写 一 本 关于 群 论 的 新 书 的 话 ， 那 么 这 本 书 的 计划 
就 该 是 这 样 的 < 补充 > 中 不 包含 任何 证 明 ; 但 是 在 其 中 给 出 了 所 
有 必要 的 定义 并 叙述 了 菜 些 结果 ， 在 补充 > 中 总 的 涉及 近 一 千 一 
百 篇 文章 , 它们 没有 被 包含 在 第 二 版 的 文献 索引 中 ; 然而 ， 其 中 的 
一 些 仅 是 提 到 一 下 ， 所 有 这 些 文章 且 仅 仅 是 这 些 被 补充 地 纳入 文 
. 献 案 引 中 ， 和 通常 一 样 ， 引 用 文献 时 在 课文 中 指出 作者 的 妊 以 及 
所 引文 章 的 编号 ( 置 于 方 括号 中 )， — 

在 基本 课文 中 有 很 多 次 注 明 参看 《补充 >、 此 时 , 形 如 (参看 补 
充 12. 3) 的 注释 说 明 : 《参看 补充 中 $12, EXT 

在 < 补充 > 的 课文 中 , 除去 它 的 序言 外 , 几乎 没有 提 到 关于 有 限 
群 论 的 结果 . 在 本 书 第 二 版 序言 中 ,作者 说 过 :“ 在 准备 第 一 版 时 , 作 
者 面临 的 任务 是 要 指出 群 论 不 应 该 只 是 有 限 群 论 ， 因 而 在 书 中 几 
“ 乎 不 包含 任何 关于 有 限 群 的 特别 叙述 ， 现 在 这 个 任务 可 以 认为 已 
EGER, du, BN TOO DA 主意 到 有 限 群 论 是 一 般 
群 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 尽 管 已 在 书 中 补充 了 关于 有 限 群 论 的 
一 些 题材 ， 然 而 景 后 这 个 问题 在 本 书 中 还 是 没有 解决 . ”关于 有 限 
群 论 的 各 种 问题 所 发 表 的 论文 数量 非常 的 巨大 ， 这 使 得 作者 无 法 
在 编写 第 三 版 的 & 补 充 ? 时 试图 解决 这 一 任务 ， 虽 然 作者 懂得 ， 如 
果 景 初 被 分 化 出 去 的 分 村 重新 成 为 统一 理论 的 有 机 组 成 部 分 ， 那 
么 威胁 群 论 向 个 别 孤 立 的 一 些 分 枝 的 分 化 就 该 在 某 种 程度 的 受到 
阻止 

在 群 论 中 在 近年 来 完成 了 非常 乡 的 工作 ， 群 论 的 研究 非常 尖 
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勃 的 进行 善 ， 因 而 可 能 作者 现在 较 困 难 去 重复 在 第 一 版 序言 中 所 
说 过 的 下 面 的 话 :“ 一 般 群 论 还 没有 走 过 目 已 发 展 的 顶峰 "。 但 是 ， 
毫 无 疑问 , 群 论 仍 将 长 久 地 对 于 更 一 般 的 代数 理论 , TL OE TU 
论 和 范畴 论 , 保留 着 新 思想 的 基本 供给 者 和 试验 打 蔓 场 的 地 位 . 因 
此 , 可 以 期 待 在 最 近 一 些 年 群 论 研究 的 兴旺 程度 仍 会 是 很 高 的 .如 
果 本 书 的 新 版 仍 能 在 一 段 时 间 对 研究 群 论 的 代数 工作 者 有 所 攻 
助 , 作者 将 是 非常 高 兴 的 ， 

作者 对 在 编写 本 书 第 三 版 时 对 作者 作出 帮助 和 支持 的 一 切 人 
表示 束 心 的 感谢 ,首先 是 A. П. Мишина, А. Л. Шмелькин $ Е.Г. 
Шульгейфер, 作者 特别 感谢 O. Н. Головин, f& 453? BOX F x) #8 
辑 本 党 而 这 一 点 使 作者 能 再 一 次 有 他 作 自 己 的 仓 作者 而 感到 愉快 
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第 九 章 “自由 积 和 自由 群 
$ 33， 自 由 积 的 定义 


ДЕ $ 17 中 引入 的 群 的 直 积 在 群 论 中 起 着 很 重要 的 作用 ， 这 一 
点 至 少 可 以 由 前 面 介绍 阿 贝 尔 群 的 几 章 中 看 到 . 田 外 一 个 也 契 非 
常 有 益 的 这 种 类 型 的 构造 就 是 群 的 自由 积 ， 与 直 积 类 似 ， 自 由 积 
给 出 由 已 给 群 构 造 新 群 的 一 种 可 能 的 途径 . 它 与 直 积 的 区 别 在 于 ， 
在 其 定义 内 舍 去 在 直 积 定义 中 的 一 项 规定 ， 这 规定 要 求 属于 不 同 
直 因 子 的 元 素 彼此 是 可 交换 的 .自由 积 的 确切 定义 如 下 . 

EEG n EC SET E ВУ А, (а 取 遍 某 一 足 码 集 ) 的 自由 如， 
如 果 这 些 子 群 AL 总 合 起 来 生成 整个 群 G, 即 G 中 任 一 元 素 9 可 表 
成 取 自 这 些 А, 中 有 限 个 元 素 的 乘积 

д=аа; а, G;€A,,, $ = 1, 2, 5,59; (1) 

并 且 如 果 假定 这 些 元 素 a, 都 异 于 单位 元 而 (1) 中 相 邻 的 两 个 元 素 
没有 属于 同一 个 子 群 4。 者 ， 则 G 中 任 一 元 素 9 的 形 如 (1) 的 表示 
法 是 唯一 的 ， 当 然 一 般 说 在 这 样 的 唯一 表示 法 (1) 中 可 能 包含 若 
干 个 因子 , 它们 是 属于 同一 子 群 A №. 

我 们 用 符号 


а=*А. — (2) 


表示 Е ЕҢ ЯН, 而 当 群 G 是 其 有 限 个 子 群 А,, А», e., А, 的 B 由 积 时 ， 
ДШ жт 


2 第 九 章 ”自由 积 和 月 中 和 群 
G= АГЃАЗ 4 

TH A, 叫 作 群 G 在 自由 分 解 (2) 中 的 自由 因子 ， 称 表示 式 (1) (在 
上 述 关 于 它 的 假设 下 ) 为 元 素 g 关于 分 解 (2) (E LER AX, Win 
叫 作 在 此 分 解 中 元 素 9 的 长 度 ( 记 作 : з= 7(9)). 

由 元 素 的 最 简 表 示 式 的 唯一 性 得 ，(2) 中 的 自由 因子 А„ SG 
在 此 分 解 中 的 所 有 其 余 自 由 因子 生成 的 子 群 之 交 等 于 如 

设 群 G 分 解 为 其 真子 群 的 自由 积 ， 车 (2) 是 它 的 分 解 , 则 我 们 
由 (2) 的 不 同 自 由 因子 中 取出 两 个 异 于 单位 元 的 元 素 a 和 a2. 由 
自由 积 的 定义 得 , 乘积 a1a аза, JE G 中 不 同 的 元 素 ， 这 样 即使 
(2) 的 所 有 自由 因子 4。 都 是 阿 贝尔 群 ， 群 G 也 必 是 非 交换 的 ， 其 
次 ,所 有 乘积 

0162，G1020102，。。 (ауа»)”, ** 

也 都 是 G 的 不 同 元 素 , 这 样 即使 所 有 自由 因子 А. 都 是 周期 群 ， 群 
G 也 必 是 含 无 限 阶 的 元 素 ， 因 此 ， 无 论 是 阿 贝尔 群 ， 还 是 周期 群 
(也 包含 有 限 群 ) 都 不 能 分 解 为 自由 积 . 

自由 群 是 可 以 分 解 为 自由 积 的 ， 即 是 自由 ( 非 衢 环 ) 群 是 无 限 
福 环 群 的 自由 积 .事实 上 , 设 在 自由 群 殉 中 给 定 自由 生成 元 xz。 的 系 . 
Фф: А, = {а}, 则 群 下 显然 由 子 群 A, 生成 , 而 下 中 任意 元 素 , 即 是 关 
于 符号 ze 的 字 ， 可 唯一 地 记 成 元 素 „ЖИН. ЕН 
限 循环 子 群 Aa 的 自由 积 ”. 

和 直 积 的 情形 相同 ， 我 们 完全 可 以 谈论 任意 一 些 预先 给 定 属 
的 自由 积 , 这 是 因为 我 们 有 下 面 这 个 构造 ， 它 是 在 $18 中 曾 用 之 
引入 自由 群 的 构造 方法 的 一 个 自然 的 推广 . 

设 给 定 任意 一些 群 4。 的 集 ， 所 谓 字 是 指 元 素 的 任意 有 序 组 


wW — 0,05*** d, (3) 
1) 应 当 指 出 , 对 于 自由 群 来 说 ,上 耐 引 .入 元 素 的 长 度 的 概念 和 318 中 引入 的 同名 
概念 不 相同 . 
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其 中 长 >l, Еа JE А. 中 异 于 单位 元 的 元 素 且 任意 相 
ABUS а, 和 w+l 属于 不 相同 的 群 Aa, ВУ, 述 认 定 ,2 二 0 的 
情形 对 应 着 空 字 ， 若 给 定 字 (3) 及 字 
ш — 015*** Gp, 

WETIRE w fH w' 的 乘积 如 下 : ix 

ai= azt, a2—8,.,,*,0,— 041, 0 « min(a, m), 
但 a;,15 05... Вл. Gn- а. 属于 不 同 的 群 Aa 则 令 

WW — 0,05*** 04,0, 4 10127 a 
ЕЕ ax-; 和 а. 在 同一 群 4。 中 且 niai = a, ЩА 
ww' —8,05***0, ; ,00,,5*** 05. 

换言之 , 为 了 得 到 字 ww 和 字 w 的 乘积 ， 需 要 把 这 两 个 字 依 序 并 写 
在 一 起 , 然后 施行 必要 的 消去 和 合并 . | 

在 这 样 定义 的 字 的 乘法 中 , 空 字 起 着 单位 元 的 作用 ， 字 (3) 的 
765% 

07 == асі azar h 

关于 字 的 乘法 的 结合 律 的 证 明 ， 和 8 18 中 相应 的 证 明基 本 上 
是 一 样 的 , 从 技巧 上 看 是 很 复杂 的 . 可 以 用 下 面 方法 绕 过 这 些 困难 
(参看 Van der Waerden[2]). 

用 必 表 示 上 面 定义 的 所 有 字 的 集合 ， 用 Sw 表示 集合 ML 到 自 
身上 的 所 有 一 一 映射 组 成 的 群 . Ve А. 是 给 定 群 中 的 一 个 而 a 是 4。 
Р-Р 18253. 元 素 a 确定 集合 形 到 自 届 内 的 一 个 上 映射， 者 以 
(3) 为 表示 式 的 字 包 不 以 А. 中 元 素 结尾 , 特别 若 它 是 空 字 时 , 则 把 
w Е 

фа = (,05***0,. 
tr GC A,, ELTE А. 中 а„а=а' 521, М w Я] 
G,05***04 10 


最 后 , 车 是 a.€A, 而 a.a 1, 则 把 w 映 到 字 


E WIUR BRA 
dilat Anis 
另 一 方面 , 车 a— 1, 则 规定 它 对 应 集合 下 到 自身 上 的 恒 等 映 射 . 

若 5 是 А, 中 任意 另 一 个 元 素 ， 则 显然 乘积 ab 所 对 应 的 上 映射 
就 是 a 和 刀 所 对 应 的 映射 在 依次 执行 意义 下 的 乘积 . 特别 , 与 4 各 
ar-: 对 应 的 映射 的 依次 执行 给 出 恒 等 映 射 ， 因 而 对 应 А„ 中 任意 元 
= а 的 映射 是 集合 歼 到 自身 上 的 一 一 映射 ， 亦 即 是 和 群 S. 中 的 元 
素 . 群 4。 中 的 不 同 元 素 对 应 着 不 同 的 映射 , 这 是 因为 , 与 异 于 1 的 
ЖЖ a 对 应 的 上 映射 刚好 把 空 字 映 到 字 а, 

这 样 我 们 得 到 群 Aa ЗН Sx 的 某 个 子 群 4。 上 的 同 构 对 应 ; 
在 此 对 应 下 元 素 а 的 象 记 作 d, 对 所 有 的 w 都 作 这 样 的 对 应 并 用 
G 表示 由 所 有 这 些 子 群 4, ТЕЙ Sy 中 生成 的 子 群 . G 中 的 元 素 可 
写成 由 А, 中 元 素 组 成 的 字 的 形式 , 并 且 写法 是 唯一 的 : Ew JM 
中 某 一 个 字 而 (3) 是 它 的 表示 式 , 则 乘积 

G2 
就 是 必 的 一 个 置换 ， 它 将 空 字 刚 好 变 到 字 w， 这 就 是 说 ， 群 б Ж 
其 子 群 4 的 自由 积 . 

在 群 G 中 ， 乘 法 完全 按照 上 述 字 的 乘法 定义 中 相同 的 法 则 去 
施行 ， 因 此 , 所 有 字 的 集合 于 是 一 个 群 , 将 它 记 作 4， 与 同一 个 群 
A, 的 所 有 元 素 相对 应 的 、 长 为 工 的 字 的 全 体 ， 与 空 字 合 在 一 起 组 
成 群 他 的 一 个 子 群 Au 它 同 构 于 群 Ae 上 面 得 到 的 群 6 和 4 之 闻 
的 这 个 同 构 对 应 说 明 ; ОЯТ МВ, АНТ 
给 定 群 4。 mE 

现在 来 说 明 , 自由 积 的 定义 也 可 以 用 另 一 种 形式 给 出 . 即 是 利 
用 生成 元 和 关系 式 , 也 就 是 用 如 下 的 方法 给 出 . 


设 
@*= || 4, 


АМА ДОДЖ 0, 和 关于 这 些 生 咸 元 的 定义 关系 式 系 


Фи Jytsp PEOR EM M FC ZEGERG Жл А, д 
所 有 集合 6.7) G4 X JOEGEOXUEESAEÉ. AZ, BAGAHE 
元 系 了 Bt 和 定义 关系 式 系 中 给 出 的 , ели 
АТАШ, DTNA- -LERMA ФФ, ЖА й Ф, Л 
关系 式 中 出 现 的 只 是 3, 中 的 生成 元 , 则 群 G 同 构 于 群 4。 的 自由 
积 , 其 中 A。 是 具有 生成 元 系 M 和 定义 关系 式 系 Ф, 的 群 . 

上 面 定理 的 两 个 论断 都 可 由 下 面 的 考虑 得 出 ， 设 给 定 互 不 相 
交集 合 M, BAME a 给 定 一 个 由 MN 中 符号 写成 的 关系 式 
ED. 把 所 有 MN. 的 并 集 记 作 907, 所 有 D. 的 并 集 记 作 Ф. НА 
$ 18 存在 一 个 群 G, 以 驶 为 生成 元 系 ， 以 外 为 定义 关系 式 系 ， 另 
一 方面 , 用 А. 表示 以 9. 为 生成 元 系 ，@。 为 定义 关系 式 系 的 群 ， 
НСл А, 的 自由 积 


a= | *2.. 


HERREG ДЕ. ЕМЛЕ б ВЕНЫ, 但 为 
了 得 到 它 的 定义 关系 式 系 也 可 能 还 需 对 四 再 补充 一 些 关 系 式 ， 因 
此 , 据 Dyck 定理 ， 群 @ 同 构 于 群 G 的 商 群 ， 如 果 4。 是 群 G 中 由 
集合 M. 生成 的 子 群 ， 则 在 群 Ө 到 上 的 自然 同 态 对 应 下 ， 子 群 
A, 将 同 态 地 映 到 子 群 A. Е. В, НХЛ. 的 定义 关系 式 系 D. 
中 的 所 有 关系 式 在 А, 中 也 是 成 立 的 , 所 以 这 个 映射 就 是 一 个 同 构 
对 应 . 最 后 , Ө 中 任意 元 素 可 表 为 这 些 子 群 4。 中 元 素 作成 的 字 ( 虽 
然 可 能 并 不 是 唯一 的 )， 此 元 素 在 G 到 б 内 的 同 态 对 应 下 映 到 由 
А. 中 元 素 作成 的 相应 的 字 ， 但 是 , 因为 在 @ 中 , 由 这 些 Д, 中 元 素 
组 成 的 不 同 字 是 群 中 不 同 元 素 ， 所 以 这 一 事实 对 于 G 中 由 这 些 子 
ВЕ А. 中 元 素 组 成 的 字 也 是 对 的 ， 这 就 证 明了 群 G 和 如是 同 构 
的 . 
还 有 一 种 处 理 自 由 积 概念 的 方法 , 即 是 : 


Bhir ні 
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若 群 G 由 子 群 4.(G 取 遍 某 一 足 码 集 ) 生 成 , 则 @ 是 这 些 子 群 的 
自由 积 , 当 且 仅 当 对 任意 群 吾 以 及 这 些 群 4 到 群 互 内 的 任意 同 态 
对 应 gs 都 存在 群 G 到 群 且 的 同 态 对 应 ， 它 在 每 一 子 群 A 1 5 
PES, 

这 是 因为 , Ят 

G= Ц *л, 
县 车 群 严 以 及 同 态 对 应 e. DE AE, 则 要 找 的 同 态 对 应 8 可 如 下 定 
М: E 

w — 4,4. ** (0, 
是 G 中 的 字 , B aCA, $—1,2, e, n, DI 

WP = A Pa," MPa," Фа. 
为 了 证 明 逆 命题 , ARH ХИ А, 在 上 面 给 出 构造 的 意义 下 的 自由 
积 ， 而 取 同 态 对 应 e. 为 群 А. 到 自身 上 的 恒 等 映 射 ， 此 时 依 假 玻 
ЛЕН [i] ds o 实际 上 就 变 成 了 G 到 互 上 的 同 构 对 应 , 
针对 每 一 情况 选用 上 述 自 由 积 的 几 种 定义 形式 中 最 方便 者 ， 

读者 不 难 证 明 自 由 积 的 下 列 简 单 性 质 ; 

L £G-[[*4. £4 $&— A, 本 身 可 分 解 为 自由 лл, А„= 


[[*8.5, 则 群 G 也 是 所 有 Bg 的 自由 积 . 群 G 的 这 个 新 的 自由 分 解 
g 


JS: ЖИЕН ЭЛЕН Ж. 

II， 若 给 定 群 @G 的 一 个 自由 分 解 ， 则 如 下 法 可 得 到 人 的 一 个 
新 的 自由 分 解 : 把 给 定 分 解 中 的 自由 因子 集合 划分 为 互 不 相交 的 
子 系 并 取 每 一 子 系 内 所 有 因子 的 来 积 .特别 , 可 分 解 成 自由 积 的 任 
意 群 都 可 表 成 两 个 群 的 自由 积 . 

Шш. £$G—][*4. 且 若 在 每 一 因子 A, 中 取 一 子 群 AL, ES 


a 


$ 33， 目 由 积 的 定义 ? 

4SE4, 则 在 @ 中 所 有 这 些 子 群 4。 生 成 的 子 群 是 这 此 子 群 的 自由 
#7. 

IV. XE G—A*B EZ N 是 子 群 在 QH 中 生成 的 正规 子 群 , 则 
AGIN. 

这 是 因为 , 过 滤 到 关于 М Beg BE SEDET dS Л В B3 BUR ER 
元 等 于 1 的 关系 式 ， 然 而 这 样 作 了 之 后 保留 下 来 的 就 仅 是 群 4 的 
生成 元 和 定义 关系 式 了 . | 

可 分 解 成 自由 积 的 群 的 一 个 有 趣 例 子 是 模 群 ， 即 是 复 平面 的 
分 式 - 线 性 变换 和 群 : 


7 _ az4- b 
с ez d' (5) 


其 中 а,Ь, c, 是 整数 且 行 列 式 ad 一 pc 一 1， 变 换 (5) 还 可 改写 成 
下 面 形 状 : 


z = — 42 —b 
—с2— 4’ 
这 一 点 我 们 以 后 将 要 用 到 ， 依 次 施行 分 式 - 线 性 变换 (5) 和 
TN üz +9% E 
ET 66) 
便 得 变换 
‚, (üa- be)z4- (ab -- bd), (7) 


~ (ca--de)z + (6b 4- dd) 


其 诸 系数 是 由 变换 (6 ) 和 (5) 的 系数 依 和 矩阵 相 乘 的 规则 而 得 ， 故 其 
行列 式 等 于 1， 如 果 我 们 约定 称 变换 (7 ) 为 变换 (6) 乘 变换 (5) 的 
乘积 , Wl rh P ABER e ЕЕ, 这 个 乘法 也 是 结合 的 ， 易 见 ， 对 
变换 (5),(6) 中 之 一 的 改变 所 有 系数 的 符号 ， 这 仅 引 出 变换 47) 中 
系数 符号 的 一 个 同样 改变 , 这 就 是 说 , 我 们 实际 上 可 以 谈论 复 平 面 
上 分 式 - 线 性 变换 的 乘法 . 

这 个 乘法 的 单位 元 是 已 等 变换 z =z， 变 换 (5) 的 赣 变 换 是 


变换 
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dz —b 
—cz +a 
这 样 , 我 们 所 考察 的 这 些 分 式 -线性 变换 组 成 群 . 这 个 群 将 记 作 M， 
称 作 模 群 ， 它 在 自 守 函数 论 中 起 着 重要 作用 .由 上 述 讨论 不 难得 
到 ， 群 下 同 构 于 行列 式 为 1 的 二 阶 整 系数 矩阵 群 关 于 一 个 正规 子 
群 的 商 群 , 而 这 个 正规 子 群 是 由 单位 矩阵 和 和 矩阵 
— ] 0 
VEM 
组 成 ; 这 两 个 矩阵 并 且 仅 有 它们 对 应 于 恒 等 变 换 . 
将 用 s 表示 变换 


2 = 


, 1 
2 = 


用 t 表示 变换 

z =2-1. 
这 时 有 s =1, 而 i" 是 变换 zz = п. WE 元素 s,t XU М 
的 一 个 生成 元 系 .， 设 2 是 群 导 的 任意 一 个 元 素 而 《5) 是 它 的 表示 
式 ， 我 们 上 先 讨论 4&= 0 的 情形 ， 此 时 bc 二 一 1， 这 样 利用 改变 变换 
的 系数 符号 的 规则 ， RTE = —1,0— 1, 这 就 是 说 ,2 古 变 换 


| az—1 
一 一 一 . 
现在 易 证 
p= #73. 
d 4550, НА [65| >14 >, Нл Co 对 应 于 变换 
— (а +пс)2 t Cbr nd) 
cz 4 


XH АЯ n {#{Ң|Ь-Ел4|<|41, didi VaL роь) 
<|4|@ JE. ЖЖ v 满足 这 个 新 的 条 件 ， 则 元 素 sy 就 该 有 
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‚_ —с—@ 
az-4-b ' 


即 是 又 回 到 第 -种 情况 ， 但 分 母 中 的 自由 项 已 是 有 较 小 绝对 值 的 
T. MER а НО s МАЕ АЗЕ зж о ЧЫ ЕУ 
ВЕ 38 4|] ЖИЕ d— 0 ПН. НН o 具有 形 
A 


V = sirist rges 1752, 
Нара ЖИ В рве 1 вх 0, Бе: Е sCW 46 ERMEE. 
£i4 ис ів, 225 s 和 2 НАМЕ ЕА. 70635 ч 对 
WM- FA iR 


容易 检 证 = 二 1， 现 在 来 证 群 ML АРЕ СУ) Auh A НЯ, BI 
M = {вуж{и). 

任 取 歼 中 不 是 元 素 s ЯП v Жул ж. gH Tdi 8 =0 = 1, E 
可 形成 元 素 s МОС и и 交替 出 现 的 乘积 形式 ， 假 在 对 于 М 
的 某 个 元 素 这 样 的 表示 法 不 是 唯一 的 ， 则 我 们 将 可 得 ,元素 s 和 4? 
НЕЕ И | 

5°ё49151°25 +++ 814958" = 1 

的 关系 式 , 其 中 和 7 等 于 0 或 1 ПАРИ a, 0s. rn. а, 党 于 1 或 
2，、 用 变形 的 方法 可 把 此 关系 式 的 左 侧 改写 成 以 元 素 s 起 头 而 以 
л и ПАВ. НПА РЕЯ 


Su 1S2 2S… SU = 1 (8) 
的 关系 式 ， 其 中 所 有 4 和 前 面 一 样 取 值 1 或 2. 然而 我 们 将 证 明 ， 


关系 式 (8) 的 左 侧 实际 不 可 能 等 于 1. 我 们 对 作 归 纳 法 来 证 明 这 
件 事 , 问 时 我 们 还 将 证 明 , (8) 式 左 侧 所 对 应 的 分 式 - 线 性 变换 的 系 


_ 10 BAR Busum EE 
数 乍 阵 县 有 形状 


( | (9) 
с | ар 


其 中 数 a,5,c, d 具有 相同 的 符号 ， 这 里 我 们 约定 零 可 以 认为 是 具 
Eg., TER TSA. ERE, 元素 su 对 应 矩阵 


i2) 
Cs 2) 


HIE Е =1 的 情形 上 述 命 题 已 得 证 ， 设 对 已 证 得 它 , 而 令 元 素 


SUT 52... suat (10) 
对 应 矩阵 (9)， 若 用 元 素 su 从 右 侧 去 乘 此 元 素 , WRM 
а 一 DAN/ 一 0 一 0 一/ b 
C M 0 aH c+d a) 

它 满足 我 们 的 条 件 , 这 里 元 素 ecd ATE, AD% e Md |6] B. 
至 少 有 一 个 不 为 零 ， 用 sx 去 乘 元 素 (10) 将 得 同样 的 结果 ， 这 吏 
广 明 了 下 述 命 题 . 

模 群 可 分 解 成 两 个 有 限 菠 环 群 的 自由 积 : 一 个 是 二 阶 的 ,一 个 
是 三 阶 的 . 


元 素 sw 对 应 矩阵 


$34. 自由 积 的 子 群 


下 面 关 于 自由 积 的 子 群 定理 是 自由 积 理 论 中 的 一 个 基本 定 
M, 它 在 Курош [3] 中 被 证 明了 且 在 Baer #0 еу 2 111 Taka- 
hasi[11? 中 被 再 证 过 .， 


1) 在 准备 第 三 版 时 已 发 表 了 一 系列 其 他 证 明 ( 参 看 补充 7.1， 不 拟 出 中 译本 ) . 


илья жып. полив ааай Ны. арааран РИН == rr ir = a a ud 


а = |] *л, | а) 
&HASGUIGE—3T9, EHE 89558 


Н=Е* || *в,, 
B 


其 中 硬是 自由 群 ， 而 任 一 了 6p &GPXE SET X 48 4 BI A, 的 一 
个 子 群 . / 
证 明 ， 在 本 节 中 我 们 约定 ， 一 个 给 定 元 素 的 长 它 的 最 疝 表 示 
式 等 等 都 是 指 关 于 群 G 的 自由 分 解 〈1) 来 说 的 ， 其 次 我 们 还 要 引 
入 下 面 一 些 定义 . 

若 G 的 元 素 9 之 长 为 偶数 , 19) = 28, В 


g—G ,*'-*0 ,0,**0, 


ME аа, 将 叫 作 元 素 g Вуд ж, арча, YERE F. жЕ 
109) —2k +1, ИЕ 


9 —d4.,*40. doli. 0,, 


则 字 a_,…a-_1 将 叫 作 元 素 9 的 左 半 , a1…ai 为 其 右 半 而 oo 为 其 中 
Si. PERHEEMME EH, В а, =а;', 61,2, 1, k, WEK 
元 素 g My GP x. ЖЕН OB + гәл Же, 并 有 相间 的 阶 . С 
中 不 是 变形 元 的 元 素 的 阶 都 是 无 限 的 . 

今 用 下 述 方法 定义 群 五 的 子 群 O, 是 序数 )， 设 Bo 二 .车 
对 小 于 某 一 ”的 所 有 д, РФ 已 经 定义 好 了 , LE КИНО 
is ERI TRE WRL, WHARE K, 内 的 元 素 的 最 小 长 . 若 在 
这 样 一 些 长 为 4, 的 元 素 中 有 变形 元 , 则 选取 其 中 的 一 个 ，9，ag,， 
其 中 aE4。, 而 元 素 9， 的 最 简 表 示 式 中 第 一 个 元 素 不 属于 A, 并 
记 
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A, — H (19,  À.,g,. 
特别 , 当 Т, = р, 我 们 所 选取 的 变形 元 就 是 某 一 4, 中 的 一 个 元 
3t a, 因此, 此 时 


— id нц. Lc i ee ie 


A, — НПА. 

车 是 吾 中 不 属于 К, 的 元 素 里 没有 长 为 ,的 变形 元 , RIEA А, 
=E, EO 1, 为 偶数 时 就 是 这 种 情形 . 

其 次 , 在 恕 内 但 在 子 群 (KK,, 4,} 之 外 ， 我 们 选 一 元 素 f,1, 它 的 
右 半 是 g, 而 中 心 元 属于 AL, 假如 这 种 元 素 存在 的 话 ， 车 是 А, = 
E, 则 fn [RE Hg. К, 外 的 长 为 1, 的 任意 一 个 元 素 ; 此 时 把 它 
的 右 半 记 作 9, 而 把 其 中 心 元 ( 当 1, 为 奇数 时 ) 所 在 的 自由 因子 А, 
EA, .若是 对 所 有 序数 5,6 二 o 已 选 定 f,,, 且 若 在 五 内 ,而 在 由 
TR K, А, 与 所 有 元 素 fe, 6 二 o 生成 的 子 群 外 ， 还 有 以 9, 为 右 
半 以 AL, 中 的 元 素 为 中 心 元 且 长 为 1， 的 元 素 ， 则 取 其 一 并 记 作 
f,。， 这 一 过 程 在 某 一 序数 a。 处 停 下 来 ， 此 时 我 们 把 群 石 中 由 子 
А, 以 及 所 有 元 素 f,,, 6 二 0, 生成 的 子 群 记 作 中,。 这 时 显然 访 
A K, = (K, D), 而 当 4 为 极限 序数 时 , К, Е Ku vA Hl 
成 的 递 升 链 的 并 ， 构 造 子 群 Ф, ЖК, 的 过 程 在 序数 z 处 停 下 来 ， 
这 里 的 * 具有 性 质 К,= Н. 

约定 把 元 素 fas 630, 元素 fi 以 及 А, 中 除 1 外 的 所 有 元 
ЕТ Ф, 的 生成 元 ， 认 定 所 有 子 群 On K 二 v， 的 生成 元 为 
子 群 到 ,的 生成 元 “下 面 在 谈 到 关于 子 群 O, 入, 的 生成 元 时 ， 
都 在 这 种 特殊 的 意义 下 去 理解 的 . 

” 设 也 或 者 是 某 个 子 群 O,” 或 者 是 某 个 子 群 K,， 其 生成 元 将 
记 作 н, wz e. RR uuu, ЖЕШ 中 的 字 ， 如 果 相 邻 的 因子 
ини 不 互 为 逆 元 并 且 不 属于 同一 个 子 群 4 中， 在 谈 到 字 的 长 
时 , 我 们 永远 指 的 是 它 在 群 G 的 自由 分 解 中 的 最 简 表示 式 的 长 . 特 
Wl, 字 нүш, 将 被 叫 作 单纯 的 ， 如 果 它 的 长 等 于 其 因子 u 的 长 
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eye nrc cnn В Оч нь, 


Про. U АННЕ и, .最 后 ， 我 们 约定 : 
在 字 w 和 2 的 乘积 ww PAMEN | 有 一 类 , 二 类 或 者 三 类 相 
RAR, 如果 乘 积 ww” 的 长 度 大 于 ， 等 本 或 者 小 Ти 和 2 之 
长 度 的 最 大 者 . 
现 转 来 证 明 下 面 结 

зя Ф, 是 子 群 1 EM fa, 00,4, ШИ ir 3d 
的 自由 积 . 

显然 , 这 个 结论 等 价 于 D4 的 任意 非 空 字 ( 在 上 面 规定 的 特殊 
意义 下 ) 异 于 群 G 的 单位 元 ， 亦 即 关 于 分 解 (1) 具 有 非 空 的 最 简 下 
示 式 .区 证 一 个 引 理 : 

引 理 1， 两 个 任意 元 素 加 fo fu, 01:05, 具有 不 同 的 左 半 ， 

当 LERRA EE ARA, 因为 这 些 给 定 元 素 的 在 半 等 于 gw 
即 彼此 相等 的 .大 la дар, 则 当 元 素 fo, 和 ие, 的 左 半 相等 时 ， 
ЛЕ Лион, LIST E А», 亦 即 元 素 fv, 落 在 由 子 群 4s 和 元 
素 Тис, HAERTER, 这 是 和 元 素 fe ARAT ЈАНО. 

现在 约定 把 子 群 Ф, 的 生成 元 表 作 vi, 02, …， 把 单纯 字 表 作 
v',v'',-. VA PAESE HAUTE: 

1) 由 一 个 因子 v НИКЕ. 

2) ЕЕ v о. 的 字 ， 但 要 求 元 素 vi 的 有 六 是 9, ШЛО 
о 的 左 半 是 97 ， 实际 上 , BEA 10010) Lu, Шо, ЕК, ЛЕЙ 
Ж v1, V» 中 之 一 必 落 在 另 一 个 元 素 和 子 群 K, BUE T RET, 
但 这 对 其 中 一 个 元 素 是 不 能 成 立 的 . 

3) 任意 形 如 212223 的 字 , 其 中 v,€ А 0, ZEE TC fao 2 
是 某 个 元 素 freo Н.А o, 和 cs 可 以 二 不同 的 也 可 以 十 相同 
ВУ. 


1》 即 是 等 于 la, ИЖ ОФ 
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Er 一 一 


щш. тти | 


情形 1) 一 3) 窒 尽 了 子 群 Ф, 中 的 所 有 单纯 宇 ， 这 可 以 从 下 面 
结果 看 出 . 

ж 0102 *** 0 A Ф, 中 8)j—^ T, 则 可 把 其 因 子 这 当地 合并 在 
一 起 


9,0579, Соо, DOi ооа) (Ve ао) 
ES F vi „рез, 是 形 如 1) 一 3) 中 之 一 的 单纯 字 
ViVo Va =V pO 
并 在 任 两 个 相 邻 的 单纯 字 0 wO AAR RRR A, 
当 二 1 时 这 个 定理 是 对 的 ， 如 果 它 对 # 一 1 已 得 到 证 明 ， 则 
" 
V Va Vn | 二 VV ep, 

字 2 中 是 形 如 1) 一 3) 之 一 的 单纯 字 ， 因 而 它 的 右 半 等 于 元 迷 Vai 
的 右 半 . 如果 这 个 右 半 等 于 gn， 而 元 素 v. DEEH 9,, ИЖ 
00, 将 定形 如 2) 或 3) 的 单纯 字 ， 在 所 有 其 他 懂 形 ， НОТ 
以 及 元 素 Ги. 的 定义 ,在 2 和 如 之 间 将 是 第 一 类 相 邻 关系 , BILE: 
ЛЕ v, 可 以 取 作 新 的 单纯 字 . 

由 此 定理 可 得 ，@; 中 任意 非 空 字 关 于 分 解 (1) 有 非 空 的 最 简 
表示 式 , КЕТА ETAT РФ, n 结论 

转 来 研究 子 群 五 ,, 先 来 证 明 下 面 结 

FRK, AMARTE А и VA AL PA HAR faos 
OLO n UZV, ЖЖ, В Л, ЕА E BS A ЕН ЯЯ. 

这 个 结论 可 由 下 面 定理 直接 得 出 (这 里 wy wo,… 表 示 子 悦 下 ， 
HERT, w, u, 表示 К, 的 单纯 字 ). 

(A) E35 К, 中 的 一 个 乘积 шшен, 则 其 因子 可 以 适当 
地 合并 : | 

| мй» Ter mt arn M, ) (и, аўчы), 


使 得 任意 字 ui и, 是 单纯 宇 , 即 
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UU u Ut, 

并 且 在 任意 两 个 相 邻 单纯 字 u (0, uD AAR Ж1ц4Е5 Ж. 

实际 上 , СА)# 549 Щ, 下 ,中 任意 非 单纯 字 的 长 度 大 于 其 每 

-AE F nk A, Е К, ЧЕ НАЕЛ АО Варку. 

| 定理 (A) 可 用 关于 >” 的 归纳 法 来 证 ， 并 且 对 五 ,= 妃 它 是 显然 
№), ХТ Ко = d, ЕО ЕТ. 2A v 是 极限 序数 时 , 这 个 定理 
在 正确 的 ,这 只 要 注意 到 在 此 种 情形 天, 中 的 任意 字 都 已 是 某 个 子 
RE К», <», 中 的 字 ， 因此 剩 下 该 作 的 是 , 假定 定理 (A) 对 某 个 子 
К, 为 真 而 来 证 它 对 子 群 К, 也 真 . 

9|382. ж uuu, X K, 中 的 单纯 字 ， 则 它 的 任意 截 段 ии 
эш, SSAA RP и, чи, t> LAAF, 

若 给 定单 纯 字 的 其 些 截 段 〈 例 如 说 是 由 头 开始 的 ) 不 是 单纯 
的 , 则 存在 有 s, s< 使 得 字 usu, 不 是 单纯 的 , 但 ишш», 已 
是 单纯 的 了 ， 依 (A) 有 
| uu, uw um, т>]. | 
在 这 种 情形 字 uuu, 的 长 度 大 于 每 一 个 因子 的 长 度 , 即 是 大 于 每 
一 个 单纯 字 a, un B ДЕ 如 果 在 单纯 字 24? 和 ;i 之 间 是 第 
一 类 或 第 二 类 相 邻 关系 ， 则 字 u tts, 的 长 度 也 大 于 其 每 一 个 
六 子 的 长 度 ， 这 是 和 此 字 的 单纯 性 相 了 矛盾 的 ， 如果 在 4 了 和 uus 
之 间 征 第 三 类 相 邻 关系 ， 则 乘积 uu, 是 一 个 字 且 其 长 度 小 于 
它 的 一 个 关子 的 长 度 ， 而 这 和 定理 (A) 是 矛盾 的 . 

51383. K, ии 的 最 简 表 示 式 中 元 素 Ul 的 左 半 
和 元 素 的 右 半 被 完全 保留 下 来 了 ， 而 这 些 元 豪 的 中 心 元 (在 奇 
数 长 度 的 情形 ) 最 多 只 能 由 同一 自由 因子 中 并 于 单位 元 的 元 素来 
RÄ, | 

实际 上 , 因为 字 ureu, 依 引 理 2 是 单纯 的 , 亦 即 其 长 度 等 于 
其 因子 的 最 大 长 度 ， ХА ureu 也 具有 这 样 性 质 ， 故 在 单纯 
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"Fu, 利和 2 之 间 应 当 有 第 二 类 相 邻 关系 .由 此 得 , 化 简 将 不 
会 触及 元 素 妈 的 右 半 ， 而 其 中 心 元 只 可 能 受到 合并 对 元 素 u 
的 情形 可 对 称 地 去 考虑 . 

9| 理 4. К, 中 任意 字 岂 ， 如 果 其 最 简 表 示 式 是 变形 元 的 形 
A, 则 此 字 有 具有 形状 

WU ** ош ** "Uns 

其 中 we 是 变形 元 , ПЕТЛИ Auc», F. | 

Е = шшш, Ж ДЕ ш = шщ, 则 我 们 可 以 转 来 讨论 字 

UT WU = su, 
СН НАИВ РС. Ес и Mu 属于 同一 个 
子 群 An av, 内 , 则 我 们 可 以 考虑 字 
WT wu, = и +, UN). 

因此 ， 我 们 可 假定 元 素 ЯП wu, 不 是 相 逆 的 且 不 属于 同一 个 子 群 
A, 中 .我 们 只 要 在 此 情况 下 能 证 明 必 有 《=1, 那 末 引 理 也 就 证 明 
Т. 

设 ?>>1， 如 果 字 也 不 是 单纯 的 ， 则 依 (A) 它 可 分 解 成 单纯 字 
的 乘积 

| w=u w eu, rl, 

并 且 这 些 单 纯 字 之 间 有 第 一 类 相 邻 关 系 ， 但 是 ， 因 为 字 色 的 最 简 
表示 式 有 变形 元 形式 , 即 是 其 左 半 是 右 半 之 道 ， 故 在 把 乘积 uw 
化 简 成 字 时 ， 相 请 的 项 很 多 ， 而 得 这 两 个 因子 处 于 第 三 类 相 邻 关 
A. ІЖ, ии 之 长 度 将 小 于 其 中 一 个 因子 的 长 度 , 但 这 是 和 
ERAF AH. 

现在 设 包 是 单纯 字 。 这样, ТТЕ МР и, ER !(w) = 
Lu), 并且 对 所 有 77-1, Ки) >il). 我 们 将 假定 u; 不 是 诸 元 
R То, ио, 中 的 一 个 ， 因 为 不 然 的 话 ， 我 们 可 以 去 考虑 字 w 
其 次 , 我 们 还 假定 i= ,因为 当 i<k 时 我 们 可 以 去 考虑 字 


$34. 自由 积 的 子 群 17 
Wi UU Wt Ws, 
其 最 简 表 示 式 仍 古 变形 元 形式 ; 而 由 上 面 作 过 的 一 些 讨论 知 , 此 新 
字 可 以 认定 是 单纯 的 . 
т СФ, U EIR w, ВНР g, 而 中 心 元 属于 4.， 则 由 
5 [38 3 7638 wA E Ja 而 中 心 元 也 在 4。 Ф. ил 出 于 元 
3S w Нл JE 7UJE XX; ВЕЕТ 9». i РА A, 
XE, ьЄА„ 因为 
u euw {= 1, 
又 因为 在 左 侧 当 и, ВА, 时 是 一 个 字 , 而 当 wE4 时 合并 因子 и, 和 
w” 之 后 便 是 个 字 , MRF k> ug AAAAS ЕСА) НР). Ят 
是 A= E, М оО K, (<a), METADE 
群 的 生成 元 来 表示 
W — 14 ** Им. 
在 这 种 情况 我 们 得 到 等 式 
| ит Pu =l, 
这 又 是 不 可 能 的 , 因为 在 等 式 的 左 侧 是 子 群 К, 中 的 一 个 字 . 
2185. К,ПА,=Е. 
实际 上 , HTH А, 的 定义 知 , 在 А, 中 存在 一 个 异 于 1 的 元 素 
ш, 它 不 属于 K,， 今 假设 存在 一 个 异 干 1 的 元 素 w'， 它 既 属 十 A, 
XRT К, BHwCK,DER5|I 418 
| W = ць tui luu, Uns | 
其 中 woE4,, uc», 70539 w fü w^ 的 最 简 表 示 式 之 间 的 区 别 仅 在 于 
它们 的 中 心 元 是 同一 子 群 А, 中 的 不 同 元 素 . 由 之 得 元 素 人 和 on 
wu, ui 应 在 于 群 A, 中 , 但 此 时 wE 天 ,因为 所 有 元 素 导 ,一 了 
2, бє, n, 明显 地 都 是 属于 五 ,的 . 
现在 我 们 转 来 为 对 于 子 群 К,,, 证 明定 理 ( 人 A) 作 谁 备 . 以 下 各 
处 部 用 ui о, ARDOR РЯ К, ЮЕ АКС, №, и", УКА 
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的 单纯 字 , ПО Но, va EAR v' v7, … 相 应 地 表示 子 群 Ф, 的 生成 
元 和 单纯 字 ， 这 里 指出 ， 由 子 群 起。 的 构成 及 单纯 字 的 定义 得 对 
Её и то HANE 10и) UP" )， 亦 即 有 不 等 式 Ки Sl. 

9[38 6. ж [1(0 )« LO), Rl E 3» ти то 之 间 不 可 能 有 
第 三 类 相 邻 关系 . 

实际 上 ， 君 古 例如 在 乘积 wv 中 其 因子 加 有 第 三 类 相 邻 关系 
HE v =юеөр„?, 则 乘积 ww 的 长 度 就 已 小 于 UC, ПН w v, K,, 
由 之 v1.EK,。 但 这 最 后 一 个 是 不 可 能 的 ， 当 СА, 时 是 由 于 5| 理 
5, 而 当 v, 是 菜 个 了 ,或 是 它 的 逆 元 时 是 由 于 元 素 fo 的 定义 . 

57. = u-» EXGSEH von hos EGRE TX л Ж 
fu, 的 左 半 ,而 元 素 严 的 中 心 元 ( 当 六 是 奇数 时 ) 属 于 AS Wh 
AF Ku 中 ,因而 也 在 子 群 К, 中， 

实际 上 , LA fa) Sl EPERE PERSE, Me TUEK,, 
因而 h€ Ku, HÆ UA fu) = 1, WIER В ‘У, WAERT 9, 
而 其 中 心 元 在 4。 中 ， 所 有 这 ЛЕНА К,., МА f. 
Kei 亦 即 还 是 REK naa. 

引 理 8. X Uu )= 二 Lv')， 则 在 单纯 字 u jov ZETA 
第 一 类 相 邻 关系 . 

IX U = цзи, V 一 020 并 设 在 乘积 过 中 其 因子 间 有 第 
二 类 或 第 三 类 相 邻 关系， 这 时 在 和 Же 之 间 也 有 第 二 或 其 至 是 
第 二 类 相 邻 关系 .在 16и) = 10и) = oo， 但 当 J<s 有 时 对 7 二 ? 委 s 
有 1(и,)<1,, WEF uu, 和 字 2 之 间 将 是 第 二 类 相 邻 关系 ， 
IRAD LQuj,17-u,7,)— 1, 实际 上 , SIE 6 排除 挥 第 三 类 相 邻 关系 ， 
IN ЭЁ їн» 依 引 理 2 是 单纯 的 , 因而 [бие ш„)< ETE 
一 类 相 邻 关系 , 它 将 导出 来 字 4 о, 间 的 第 一 类 相 邻 关系 , 


1) 由 于 上 上 面 关 于 子 群 Pe АА f HEBR ef Am b x:3. 
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"= ч РЧР ee 


依 5| 理 3, МАЕ шеи; ВУКУ РУС и; 的 右 半 ， 而 此 字 
的 中 心 元 和 元 素 и; 的 中 心 元 属于 同一 个 上 自由 因子 А. 因为 在 字 
уи Жш, UV 之 间 必 定 有 第 二 类 或 第 三 类 相 邻 关系 , 又 因为 
它们 的 长 度 相 等 , 故 字 чу, еи, HI AC EC; BUDE EC, 
而 它们 的 中 心 元 属于 问 一 个 自由 因子 .但 是 , 由 之 , Щи, 在 А, 中 
c ГА UOS Fus #<СР, 时 利用 子 天 Ф, 的 定义 , 或 者 当 и, 等 
于 某 个 万 。 时 利用 51 理 7, 总 可 得 到 . 

1 
由 之 有 9.EK,, 而 这 是 不 可 能 的 . 

аж НЕН ои 的 情形 . 

3]389. X 1(0') <1, RERE ои ано 中 在 其 因子 间 有 
第 二 类 相 令 关系 , 则 在 2'Ww fv 间 只 可 能 是 第 一 类 相 邻 关系 ， 

Ж» =V V V —904*04 BEE vu Жо’ 间 有 第 二 类 
或 第 三 类 相 邻 关系 ， 则 在 Vist 和 2 22 1А] СЕДМ vi, FO w va НР 
也 有 第 二 或 第 三 类 相 邻 天 系 ， 但 是 ， 当 元 素 vu 的 石 半 等 于 9, 而 
元 素 v; 的 左 半 等 于 9, 时 , 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 此 时 相约 不 能 请 
КЛЕ и. 

今 设 元 素 vai НРА 7; Пл viu ОРЕ 9, 这 时 
元 素 01, 的 左 闪 必定 等 于 9g。 因为 在 Vow F va ZH ik i x f 
第 二 或 第 三 类 相 邻 关系 ， 故 元 素 vus! Но, IMA 
VisW E4， 然 而 由 之 将 有 weS{ 开 44， 而 这 是 和 元 素 访 .的 定义 
相 了 矛盾 的 . | 

对 于 元 素 1, АРЗ 9,, ШО v WEFT 9, 的 情 
形 可 以 类 似 地 去 讨论 ， 

最 后 , 设 元 素 01. 的 右 半 异 于 go MIR ?21 的 左 半 异 于 9， . 
在 我 们 关于 vow 和 о, 的 相 邻 关系 的 假设 下 这 时 我 们 有 ， 乘 积 
vod Vo1 或 者 是 属于 4, 的 变形 元 , 或 者 等 于 工 . 在 这 两 种 情况 下 2 


20 0. ЖА нижний aan 
ДП 03, 这 两 个 元 素 之 一 必 含 在 由 子 群 K,， А, АА — T ZUR 
ERTI H. BÆ, HA E v B TF a B F o 
在 乘积 vu va 中 的 相约 必定 把 字 v 完全 消灭 择 一 故我 们 ? 引 到 
和 元 素 访 .的 定义 相 了 矛盾 ， 引 理 9 证 完 . 

现在 对 子 群 K,， 来 证 明定 理 (A) 就 没有 什么 困难 т. 我 们 其 
жну ЈЕВ: К, 中 的 住 意 字 是 形 如 11) wv, до, 3) шо, 
4) v'u' de b) u'v'u" 中 之 一 的 一 些 单纯 字 的 乘积 ， 并 且 在 这 些 单 
纯 字 之 间 有 第 一 类 相 邻 关系 | 

实际 上 , 若 给 EK, a 中 的 一 个 字 w, ДИЕ РАН АВВ К, 中 
的 元 素 , 以 及 相 邻 的 Ф, 中 的 元 素 合 并 起 来 , 便 可 将 此 字 表 成 由 太 ， 
中 的 字 和 和 由 人 @, 中 的 字 交 替 出 现 的 乘积 ， 而 对 这 些 字 中 的 每 一 个 ， 
对 属于 К, 者 利用 归纳 假设 ， 对 属于 Ф, 者 利用 上 面 证 过 的 结果 ， 
都 可 表 成 单纯 字 的 乘积 , 且 在 这 些 单 纯 字 之 间 有 第 一 类 相 邻 关系 . 
引 理 6, 8 和 9 说 明 , 一 个 在 К, 中 一 个 在 Ф, 中 的 两 个 相 邻 的 单纯 
字 合 并 一 起 时 是 一 个 单纯 字 ; 在 引 理 9 中 所 讨论 的 情况 下 ， 字 * 
可 以 随意 地 或 者 与 w 合并 , 或 者 与 六 "合并 ， 这 样 我 们 得 到 , Fw 
确 可 写成 形 如 1) 一 5) 的 单纯 字 的 乘积 形式 ， 并 且 在 这 些 单纯 字 
之 间 有 第 一 类 相 邻 关系 . | 

这 样 , ЖЕН I ERE. K, 定理 (A) 是 成 立 的 , НИР К. ВУ 
子 群 豆 它 也 是 对 的 ， Ех, РНЕМНЯРЕЮ РАА,, v 
z 一 一 这 些 子 群 依 它们 的 定义 与 自由 因子 A. ЮРА —— DU 
所 有 无 限 循 环 子 群 {f,o} ,0 二 0o,, ?=r 的 自由 积 . 

关于 自由 积 子 群 的 定理 现在 证 完了 . 

这 里 指出 , 我 们 所 得 到 的 对 于 互 的 自由 分 解 具 有 下 面 性 质 : Ж 
是 G 中 任意 元 素 ，4。 是 群 G 的 已 给 分 解 的 一 个 任意 自由 因子 且 
EAXÓED-H(g'Ag РЕ, МАХ ИНАЯ 8T Ф 9T 3X, 

| -^ 893, БрАНЯЖЯ. Е, ж doe Рр 1 
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Ce ee 


的 元 素 . 则 4 二 9 os9, а ЄА„ MAR ilo [84 нр, 7638 d 在 
НАУ ТЕН, ЮЛА, 亦 即 
| d=g 7ta JER !A,h, Нин ВЕН. 
但 由 4,679; 4, 9, 可 得 
dE( qh) A, Cg,h), 

由 之 有 | 

aC (g,hg ^!) ! A, Cg,hg" ^). 
从 而 得 &==% И g, hg — a. € AL, 1, ga, g,h, 此 时 有 
о D=HNg A, — Hf (az; g,h) А, (а g,h) 

= VHA gp A, g,)h— А,Ь, 

这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 


8 35， 自 由 分 解 的 同 构 ， 具 相 重子 群 的 自由 积 
群 G 的 两 个 自由 分 解 | 


G=F,*+ [[ `А„=Е„* "В, 


t 
И: E 45 65. 如 果 Р, ЖП Fo 是 同 构 的 自由 群 , 而 在 因子 А. 和 Bs 之 
间 可 建立 一 个 相互 单 值 对 应 , 使 得 相对 应 的 因子 在 群 G 中 共 斩 . 这 _ 
时 .利用 在 $ 33 中 引入 的 群 的 自由 积 的 接续 概念 ， 可 以 证 明 下 面 
定理 (参看 Kypom[2], [3], Baer, Levi[2]): 

任意 群 的 两 个 任意 自由 分 解 具 有 同 构 的 接续 ， 

事实 上 , 设 


G = [| 4.= [[ В„ (1) 
а Bg | | 


A, Fs [T A, (2) 


22 КЕ НЯНЯ 


Adde A.HUE HAN. "GM ЕР hR A CRIT 
(1) 中 第 二 个 分 解 而 得 到 的 , 并 设 


В, = Fh» [| B, (3) 
ё 


是 对 В, 利用 (1) 第 一 个 分 解 所 得 到 的 类 似 分 解 ， 则 子 群 
| Вв,= B,(19 Ag | 
与 交 98,9 NA. Ж, АН, Е] БРУТЕН: du. Же 
ЖАРА. В. XXE, НЕЕ В, 可 找到 与 之 在 G п 
WRITE Aav, mE 
现在 我 们 把 (1) 中 的 所 有 的 А. 和 В, 换 成 它们 的 分 解 式 (2) 和 
《3) 便 得 到 (1) 中 分 解 的 接续 : 


8 = IF TD 4s = IE rs TE Bo- (4) 
æ Xy В В,8 


这 里 指 册 , 两 个 不 同 的 子 群 Aar 和 Aer 不 可 能 在 G hipi, A 
它们 作为 自由 因子 出 现在 群 G 的 一 个 自由 分 解 中 ， 因 此 ， 任 一 个 
THE B, 仅 能 和 一 个 且 只 有 一 个 子 群 AL, Ж; 男 - 一 方面 , ЕР 
WE AL, ЗР R Bo 中 的 一 个 这样， 在 所 有 子 群 4.， 和 
所 有 子 群 Bs, 间 可 建立 一 个 相互 单 值 对 应 使 得 相对 应 的 


TREE Ө 中 共 轿 .这 时 , 子 群 下 4s 和 ЦВ, 在 群 G 中 生成 同 
qv 8,8 


一 个 正规 子 群 ， 因而 由 § 33 中 性 质 ТУ ai ЛЕ] Fam ID. Fs 
æ B 


是 同 构 的 ，(4) 中 分 解 的 同 构 关系 得 UE, 

ЕЖ Не ЖЗ Ти, ЖЕЛЕ СКВ 
群 的 自由 积 ， 由 隔 才 证 明 的 定理 可 直接 得 到 下 面 结论 : 

С 具有 不 可 分 解 因子 的 自由 分 解 ， 则 此 群 的 任意 两 个 这 
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桩 的 分 解 必 同 构 ， 而 它 的 任意 一 个 自由 分 解 可 以 接续 成 有 不 可 分 
解 B] 867 fü. 

这 里 指出 ， 由 于 我 们 对 任意 群 已 经 证 明了 同 构 接续 的 存在 性 
EP, 这样, 最 后 的 这 个 结果 实际 上 是 涉及 某 个 特殊 的 群 类 一 一 存 
在 着 一 些 群 ,虽然 它们 可 分 解 成 自由 积 , 但 却 不 能 分 解 成 有 不 可 分 
解 因子 的 自由 积 ， (26 Курош[8]). 

在 两 个 自由 分 解 同 构 的 定义 中 包含 有 关于 某 两 个 自由 群 同 构 
的 要 求 ， 这 就 产生 一 个 问题， 在 什么 条 件 下 两 个 自由 群 同 构 ? 
由 于 自由 群 完全 由 其 秩 来 确定 ， 亦 即 由 其 自由 生成 元 之 个 数 ( 势 ) 
确定 , c In] RE V АЕ Л, ХК A НЕВЕ Pr 
定理 (Schreier[4]) 给 出 此 问题 的 答案 . | 

自由 群 的 秩 是 它 的 不 变量 , 亦 即 不 依赖 于 生成 元 系 的 选择 ， 

此 定理 指明 , 当 两 个 自由 群 同 构 时 它们 的 秩 必 相等 , 因为 在 其 
中 一 个 群 到 另 一 个 群 的 同 构 对 应 下 ， 第 一 个 群 的 给 定 自 由 生成 元 
之 象 组 成 第 二 个 群 的 自由 生成 元 系 ， 

为 了 证 明定 理 , Hc B НУ T Ht br T AR. 因为 转 
到 关于 换 位 子 群 的 商 群 上 去 等 价 于 假设 所 有 生成 元 之 间 彼 此 可 
换 , 政商 群 W/K 是 自由 阿 贝 尔 群 ， 而 关于 不 的 陪 集 , 其 中 含有 和 群 
多 的 给 定 自 由 生成 元 组 中 之 元 素 者 , 组 成 此 自由 阿 员 尔 群 的 基 . 这 
时 由 $ 19 中 证 明 的 阿 贝 尔 群 秩 的 不 变性 可 得 矢 帮 的 秩 的 不 变性 , 

关于 自由 积 的 子 群 定理 是 可 以 应 用 到 自由 群 ， 亦 即 无 限 倘 环 
和 群 的 自由 积 上 的 , 这 时 就 引出 下 面 定理 . 

Nielsen-Schreier 定理 .自由 群 的 异 于 如 的 子 群 本 身 也 是 

自由 群 。 | | 

实际 上 , Е, ВЕЖЛИВО, 
ИП 4 Ey 4, xi ZG DR (8 P4 НЕ. | 

我 们 将 在 下 一 节 中 再 回 到 这 个 定理 上 来 ， 而 现在 我 们 还 要 指 
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ie 


出 关于 н НИ НЫ ДУ, И ЖЕН ТЕ Ж (Baer 
和 Levil 21): 
任意 一 个 群 都 不 能 同时 既 可 分 解 成 自由 积 又 可 分 解 成 直 积 ， 
事实 上 , & 


G= A*B=C xD, 

其 中 子 群 4, B,C 和 已 完 于 单位 子 群 ， 因 为 一 个 自由 因子 中 并 于 1 
的 元 素 不 能 和 群 中 不 在 此 自由 因子 中 的 元 素 可 换 ， 故 由 ANCE 
НОО эс н ADD, ПХ АМС, 即 得 4=G， 
而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 АПС=АПЬ=Е. Нм ВПС=ВПО 
—E. 由 于 CO 是 群 G 的 正规 子 群 , 故 C БЕ T- A s B BS 5 
也 等 于 BZ， 现 在 对 C 应 用 关于 自由 积 的 子 群 定理 ， 我 们 便 得 C 是 
自由 群 。 这 个 对 D 也 是 对 的 ， 其 次 , 由 АПР=Е4, THEATER. 
分 解 G 一 CxD 的 因子 C 中 的 分 支 (参看 §17) 同 构 子 群 4 本 身 .此 
分 支 作 为 自由 群 的 子 群 依 Hielsen-Schreier ЕЯ 24 Ey 45, ле El Н 
群 。 这 就 证 明了 А, 还 有 В, 是 自由 群 ， 而 此 时 它们 的 自由 积 G 也 
是 自由 群 ， 但 这 就 引 到 矛盾 上 去 了 , 因为 自由 群 不 能 分 解 成 耳 积 : 
假若 这 样 的 分 解 存 在 的 话 , 则 在 自由 群 中 可 找到 一 个 子 群 , 它 是 两 
个 无 限 循环 群 的 直 积 , 这 和 Nielsen-Schreier €H ET JE ВЈ. 

在 自由 群 和 自由 积 的 理论 中 关于 自 同 构 群 的 问题 占有 显著 地 
位 ， 任 意 有 限 秩 自 由 群 的 自 同 构 群 的 生成 元 素 和 定义 关系 组 在 
Nielsen[1，2，4] 中 得 到 确立 (还 可 参看 B. Neumann[1]). 在 
Whitehead[2] 中 研究 了 下 面 问题 : 在 什么 条 件 下 两 个 给 定 元 素 集 
合 之 一 在 此 群 的 某 一 自 同 构 下 上 映 到 另外 一 个 上 (参看 补充 9. 4. ). 
Головин 各 CanoBcgn#[1] 中 对 于 一 个 特殊 情况 讨论 了 了 有限 个 任 
意 不 可 分 解 群 的 自由 积 之 自 同 构 群 , 而 对 一 般 的 情况 可 在 Dyre- 
Рабинович[6] [7] 中 找到 ， 然 而 这 里 所 得 到 的 所 有 结果 叙述 起 来 
”非常 繁琐 , 故我 们 在 此 只 限于 讨论 一 个 特殊 情形 . 
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设 群 G 是 两 个 群 的 自由 积 , G 一 4*B， 并 且 因 子 4 和 B 是 不 可 
分 解 的 , 但 不 是 无 限 循 环 群 且 彼 此 不 同 构 ， 群 G，4 和 B 的 元 素 顺 
ÆRE g, a, b. 在 群 G 的 自 同 构 群 忆 中 可 以 指出 下 列子 群 : 子 群 
$4, 它 是 由 群 G 的 按 下 列 方式 确定 的 自 同 构 组 成 : 在 因子 4 中 施行 
一 个 自 同 构 而 令 因 子 B 便 等 地 映射 到 自身 ; TE @a, 它 是 用 类 似 
的 方法 确定 的 ; 子 群 亚 (， 它 是 由 用 和 4 中 元 案 作 变形 而 产生 的 G 之 
内 自 同 构 组 成 的 ; TEY, 它 是 B 中 元 素 产 生 的 内 自 同 构 组 成 的 . 

ER, TEED, 和 Bs WUER T SE ACRI B ff BL IRA RE, ix ue 
， 群 的 元 案 将 记 作 aEBs4 和 BEBs， 另 一 方面 ， 由 于 群 G 中 没有 中 
心 ， 故 子 群 罗 4。 ТР, 相应 地 同 构 于 因子 4 和 B， 用 4 中 元 素 a 
(H B pR% 5) 作 群 G 的 变形 而 得 到 的 殉 4 СР ДЕР» 中 的 ) 
JUR Eri yla) ПЕЕ yo). 

现在 来 焉 明 害 理 ， 

+ Ф, 5, У, ЊУ E RA 5 588 Г. 
| 事实 上 ， 设 0 是 忆 中 任 一 元 素 ， 自 同 构 0 把 自由 分 解 CG= A 
B 映 到 某 个 自由 分 解 G — A'B', 并 且 由 于 上 面 证 过 的 关于 有 具 不 可 
分 解 因子 之 自由 分 解 的 同 构 定理 以 及 关于 G 所 作 的 假设 可 知 ， 子 
А n B' МУЖА B ЗЕ. 

|. A'—z' Am, B'—y !By, x, YEG. 

顺序 施行 自 同 构 9 和 元 素 z-:! 所 确定 的 群 G 的 变形 p (Br 6:39 
H El IB] fA JETRE АН EF. E, 而 把 子 群 B 带 到 某 个 子 群 2 Bz 
中 ， 并 且 元 素 z 可 以 认定 是 以 4 中 元 素 开头 的 字 ， 若 是 元 素 z 的 
长 大 于 1, 则 中 元 素 就 无 法 由 4 和 -1Bz 中 的 元 素 相 乘 而 得 到 ， 
而 这 时 实际 .上 该 有 G 二 4x(z”Bz)， 因 此 zcA. 由 之 得 ， 自 同 构 
хф Сс ТА, B 中 只 引出 它们 的 自 同 构 , 亦 即 属于 {@ Ф), 
而 这 时 
@Ө=[Х%\()}%ф()ф()&Є4{Ф„,Фь»,Ч ,,Ч Ьу, 
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PEF , (ЕР, Pp} 

现在 我 们 指出 关于 上 面 找 出 的 群 矿 的 生成 元 系 的 定义 关系 式 
组 .容易 验证 ,对 于 任意 a€A, 5EB, АСФ ,, LED: 有 下 列 关 系 式 : 

1) af = Ва, | 

2) $(a):B—p-$(a), $():а=а-$(6), 

3) $(a)-a—a-:$9(a*), 9$(b)-B— B-9(b5), 

其 中 а С a ЕН] FHR, 5 是 元 素 5 在 自 同 构 8 下 的 
R. 我 们 来 证 ， 所 有 形 如 1) 一 3) 的 关系 式 组 成 群 六 的 定义 关系 式 
组 | 

实际 上 ， 存 在 于 我 们 的 生成 元 之 间 的 任何 关系 式 痢 可 以 利用 

关系 式 1) 一 3) 化 归 成 形式 

&«рф(т)=1, | 

其 中 $(z) 是 元 素 确定 的 群 G 的 变形 . Нар =1 和 (7)=1， 
因为 自 同 构 a. 不 改变 和 群 G 中 元 素 的 长 度 ， 而 内 自 同 构 (ZY)， 只 
要 它 不 是 恒 竺 对 应 , 改变 某 些 元 素 的 长 度 ， 其 次 , МАНН а Но 
对 4 中 元 素 起 作用 , В 只 对 B 中 元 素 起 作用 , 故 由 a6 二 1 asl; 
р=1. ид, Жан НЕЕ 40 V & 的 自由 积 , М 
А %(Z)=1 意味 着 元 素 VO) 是 此 自由 积 的 空 字 ， 这 就 证 明 ГА 
站 中 的 任何 关系 式 稳 可 由 关系 式 1) 一 3) 推 得 . 

具 相 重子 群 的 自由 积 ” 在 某 些 情况 下 一 个 较 自由 积 更 一 般 的 - 
构成 方法 可 能 是 有 益 的 ， 设 给 定 一 些 群 AQ Hon a а Л 
集 , 并 设 在 每 一 个 А. 中 选 定 一 个 真子 群 Bo 使 得 所 有 这 些 子 群 与 
同一 个 和 群 B 同 构 ， 用 pa 表示 В, 到 B 上 一 个 确定 的 辣 构 对 应 ; Vas 
—9,vp5! WEE В. 到 Bs 上 的 同 构 对 应 . 

SE A, 的 有 具 相 重子 群 B 的 自由 积 指 的 是 这 些 群 4, 的 自由 积 关 
于 下 面 一 个 正规 子 群 的 商 群 С, 它 是 由 所 有 形 如 5.5, 的 元 素 生 成 


$ 35。 自 由 分 解 的 同 构 。 共 相 重 子 群 的 自由 积 27 


站 


的 , 其 中 bg — 0, фав, ba УЖЕ Ba шо, В 历 遍 所 有 可 能 的 足 
码 对 ， 换 言 之 ， 如 果 任 意 群 4。 是 由 生成 元 系 9 MEIERI A 
下 的 定义 关系 式 组 Ф, 给 出 的 ， 则 群 G 是 以 所 有 集合 ЖЖ: 
生成 元 系 ， 而 其 定义 关系 式 组 为 所 有 集合 Ф, УЗЛЕ Р 
各 关系 式 : 令 不 同 子 群 Ba 和 В, 中 在 同 构 对 应 ps 和 Фо FRIR 
B 的 同一 个 元 素 上 的 两 个 元 素 相等 而 得 到 的 关系 式 ， 这 样 ， 就 是 
依照 同 构 对 应 рв 把 这 些 子 群 B.“ 贴 合 ” 在 一 起 了 . 
我 们 所 给 的 定义 役 给 出 直接 弄 清 群 G 的 结构 的 可 能 性 一 一 应 
当 耽 心 的 是 ,附加 的 补充 定义 关系 式 可 能 会 5| 出 子 群 А. НИ — 
些 贴 合 , 而 它 不 是 由 辣 构 对 应 Фар 所 规定 的 , 或 者 这 些 附 加 的 关系 
会 把 其 中 一 个 群 4 换 成 它 的 一 个 商 群 等 等 ， 因 而 我 们 要 进行 一 
些 补充 讨论 . | | 
”在 每 一 个 群 4。 PERTTI В, 的 所 有 右 陪 集 内 各 选 一 个 代 
K, 只 是 假定 在 子 群 В. 本 号 中 取 单 位 元 为 代表 . 含有 给 定 元 素 a. 
的 陪 集 之 代表 记 作 au, 即 是 有 
а„=б„й„,  b,CBD,. (5) 
我 们 把 表示 式 | 
ba,ü,--,, (6) 
ШЕ, 其 中 220,5 ЖЕЛЕ В 中 任 一 元 素 , 也 可 能 是 单位 元 , 任 一 个 
а; ЖЛЕ А. Y d Ba 的 一 个 右 障 集 的 蜡 于 1 的 代表 以 及 , 最 后 ， 
相 邻 的 代表 аа, (i=l, 2, ,2 一 1 属于 不 同 的 群 Aa. 
H A 的 具有 相 重 子 群 媚 的 自由 积 G 中 的 任 总 元 素 可 以 写成 
(6) 的 形式 , 并且 写 法 是 唯一 的 . 
这 样 表 示 法 的 存在 性 是 很 容易 证 明 的 ， 设 оаа, ERF A, 
的 自由 积 中 的 一 个 元 素 , 并 已 是 最 简 表 示 式 ，a;E4As,， WMR n=l, 
则 所 求 的 记 法 由 (5) 给 出 ， 因 此 假 议 已 证 得 


Ayla” -an= Ба} aze ‚ал, 
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其 中 在 右 侧 的 是 一 个 字 。 设 
bp, =b,  a,b,—a, aj—bja,, Ыр, =b". 
Ж а, = 1, 则 
aa га„=ф'а a, 
其 中 在 右 侧 的 是 一 个 字 . fi XE i ais, 则 在 тїш а 属于 不 al 群 А. 
的 情形 , 所 求 记 法 是 
а, а›-а.=6’ а! qaqa, 
最 后 ， 如 果 是 а Нда, 属于 同一 个 群 4。, 则 令 
а 03 一 bali, bapa=0";} 
Н Ч 017551 有 ио 
аа-а = (Ь'Ь'')а арза», 
ifj24 aj —1 时 有 
аа-а, = (b'b'')aj- 
这 里 指出 , 上 面 描述 的 过 程 , 如 果 把 它 实 际 应 用 到 乘积 аа, 
a, 且 约 定 由 其 尾部 开始 , 则 引出 一 个 完全 确定 的 形 如 (6) 的 字 ， 我 
们 将 称 此 程式 为 乘积 a1, a4 В) 2 М. 
为 了 证 明 所 讨论 的 记 法 的 唯一 性 我 们 利用 在 333 "p E 使 用 
过 的 一 个 方法 ， 用 对 表示 所 有 形 如 (6) 的 字 之 集合 ,而 用 Su 表示 
集合 1 到 自身 上 的 所 有 相互 单 值 映 射 作成 的 群 ， 如 果 “ ЖК А, 
中 的 一 个 元 素 , 则 把 它 对 应 到 集合 到 到 自身 上 的 一 个 映射 6 Е. â 
的 定义 如 下 : 设 (6) 是 任 一 个 字 ， 把 它 看 成 群 A 的 自由 积 中 的 一 
个 元 案 从 右 侧 乘 以 元 素 а, 转 到 最 简 表 示 式 之 后 再 应 用 约 人 简 . 我 们 
认定 这 样 得 到 的 新 字 为 在 映射 4 PEOR. | 
如 果 元 素 а ERE A. 的 单位 元 , 则 它 对 应 于 集合 妈 到 自身 上 的 
恒 等 映 射 。 讨论 各 各 不 同 的 特殊 情形 , Ж ЮЕШ, ХРАМЕ А. 的 两 
个 元 素 a 和 a' 之 乘积 的 映射 等 于 依次 施行 映射 4 和 刁 的 结果 . 特 


$35。 自 由 分 解 的 同 构 ， 具 相 重 子 群 的 自由 积 29 


3l. жж a” 对 应 于 映射 4 的 逆 映 射 , 因而 à 是 相互 单 值 的 且 是 到 
整个 恬 上 的 映射 . 

这 里 指出 ， 当 47-1, а=фа 1 被 映 到 字 25， 它 是 异 于 1 
的 , 即 映射 & 不 是 恒 等 的 ， 因 而 我 们 得 到 群 4。 到 群 Sx 的 子 群 4。 
上 的 同 构 对 应 ， 设 G 是 群 Sx 中 的 由 所 有 А, 生成 的 子 群 ， 显 然 ， 
ТЕЛЕ G 中 满足 群 G 的 所 有 定义 关系 式 ， 并 且 G 中 元 素 形 如 (6 ) 的 
记 法 是 唯一 的 .这 是 因为 , 若 0 ав = bp, 则 显然 映射 2。 和 бр 是 相 
等 的 而 这 就 给 与 符号 6 以 唯一 的 含意 ， 但 映射 


^ AH. 


b а; 485 ** а, (7) 


刚好 把 字 1 映 到 字 (6), 亦 即 不 同 的 乘积 (7) 是 群 G 中 不 同 的 元 素 . 
出 之 便 得 群 G 中 元 素 写 成 字 的 形式 的 唯一 性 , 

现在 已 经 可 以 不 困难 地 确立 群 AL 具有 相 重 子 群 B 的 自 由 积 
G 的 一 系列 性 质 . | 

群 A。 可 作为 子 群 含 在 群 G 中 ,它们 合 在 一 起 生成 群 G 并 且 丙 
两 相交 刚好 在 相 重 子 群 B 上 . 

KRE, ROZEMA al 时 异 于 字 1， 若 是 au 
В., 则 对 А, 855a, 中 任意 元 素 ав, 约 简 乘积 ара, 便 得 一 个 字 , 它 
以 a, #%, 即 异 于 1. | | 

群 G 中 任意 有 限 阶 的 元 素 在 G 中 和 某 个 子 群 A 中 的 元 素 共 
ж. = 

EK E, 设 把 G RER Ил S 

g* — 1, 

写成 (6) 的 形式 ， 如 果 <1， 则 没什么 可 证 的 ， 如 果 n1 Н ЖЕ 
此 记 法 中 的 元 素 歼 та, 属于 一 个 子 群 4,6， 则 在 用 元 素 ar 变形 
而 继 之 以 约 人 向 之 后 我 们 就 转 到 较 小 长 度 的 字 ， 因 而 我 们 将 认定 
sl ул. в а, а, МЕЖ Г А, 而 来 证 明 , 这 种 情况 实际 
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一 


上 是 不 可 能 的 ， 事实 上 , 把 字 (6) 紧 挨 着 写 次 并 且 每 次 都 把 相 邻 
的 因子 5 Яп а, 合 其 在 一 起 ， 由 于 所 作 的 假设 我 们 必得 到 某 些 群 
A, 中 的 若干 元 素 相 莱 的 最 简 表示 式 , 并 且 这 些 元 素 都 在 相应 的 子 
RE В. 之 外 ， 这 样 ， 在 进行 约 简 时 永远 不 会 遇 到 等 于 单位 元 的 代 
天 一 一 因为 在 А, 内 而 在 B. 外 的 元 素 从 左 侧 乘 以 В. 中 的 元 素 当 
然 不 在 В, 内 , 因此 约 简 不 会 引 到 字 Е. 

如 果 Ca = В, 9% А, 的 中 心 之 交 , 则 群 G 的 中 心 将 是 群 
B b HC 之 交 . | | 

显然 , 所 有 子 群 Coo. 之 交 在 群 G 的 中 心 内 ， 另 一 方面 ， 设 元 
+ 

g= фа, а ü, 
МЕЧ» и>1 Ща, ЄА,, 则 在 任意 群 4s, Ва, Н 
出 任意 一 个 不 在 в, 中 的 元 素 a'， 此 时 对 乘积 ga’ 和 a'g 的 约 简 
显然 引出 不 同 的 字 来 ， 若 是 7 二 0, 即 是 g==6, 但 如 在 基 一 个 Cs 之 
外 , 则 只 要 把 a' 取 为 群 А. 中 与 元 素 bez! 不 可 换 的 一 个 元 素 ， 我 

fix НА Л. 

关于 县 有 相 重 子 群 的 自由 积 的 子 群 问题 要 求 我 们 去 研究 一 个 
更 一 般 的 构造 方法 : 代替 所 有 群 4。 都 按 同 一 个 子 群 B 贴 合 起 来 而 
假设 对 每 一 对 群 Aa ЖЕЛЕ В, 贴 合 起 来 ， 并 且 在 所 有 和 群 
A, 中 这 些 子 群 Bas 的 选择 应 以 适当 方式 和 谐 起 来 ， 这 个 构造 在 
Н. Neumann[1][2][31 中 研究 了 ， 这 个 构造 之 有 趣 还 在 于 它 的 特 
殊 情 况 是 $7 中 引入 的 群 的 递增 列 之 并 (参看 补充 8). 


$36， 自 由 群 的 子 群 
”我 们 在 上 一 节 中 由 关于 自由 积 的 子 群 定理 得 出 Nielsen- 
Schreier 定理 ， 这 个 定理 对 于 有 限 秩 自由 群 的 情况 是 由 Nielsen 
[3 证明 的 而 SchreierL4] 把 它 推广 到 任意 自由 群 上 ，Nielsen 的 
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ЛЕН Гуревич[1] МЖЖ ЕТ. Levi[2]2& T Nielsen- 
Schreier 定理 另 一 个 证 明 ， 还 有 一 些 拓扑 的 证 明 ， 参 看 Reide- 
meister[3], Locher[1]. Federer 和 Jónsson[1] 还 发 表 了 一 个 新 
的 证 法 ?. | 

由 于 这 个 定理 的 重要 性 , 这 里 我 们 再 介绍 它 的 一 个 证 明 , 它 和 
自由 积 的 一 般 理论 无 关 , 即 是 Гуревич 的 证 法 . | 

设 给 定 一 个 自由 群 О, 它 有 自由 生成 元 系 a。, rh 取 遍 某 个 
”集合 ,并 设 品 是 G 的 一 个 子 群 ， 在 每 个 右 陪 集 Ug 中 选 定 一 个 代表 
9, 旦 在 子 群 U 本 身 中 选单 位 元 为 其 代表 ， 即 I=1， 我 们 要 求 代表 
的 选择 满足 下 面条 件 : 如 果 写 成 字 的 形状 aiaiai є;= Ll Hy 
一 个 元 素 是 它 所 在 陪 集 的 代表 , 则 它 的 任意 截 段 айан тад, k< 
on, 也 是 它 自 己 所 在 陪 集 的 代表 . 

我 们 来 证 明 , 这 样 的 选择 代表 是 可 能 的 ， 设 ! 是 陪 集 0g 中 字 
的 最 小 长 , 并 设 对 具有 较 1 小 的 最 小 长 的 陪 集 , 所 要 求 的 代表 选择 
已 经 实现 了 ; 实际 上 , 当 L— 0 时 , 也 就 是 对 品 来 说 , 这 是 作 得 到 的 . 
在 陪 集 Ug 中 取 一 个 最 小 长 的 字 ; 设 它 是 

9— арава, fll. 
元 素 9 = ара а угл 确定 陪 集 Ug', 在 其 中 上 共有 要 求 性 质 的 代表 
DARE, ШАНК g = апалай, М9 = ug 00, 由 之 
| о g-uj'ag;. | | 
ЖЖ ya%! 在 陪 集 Ug 中 , 现在 可 选 之 为 9 它 的 表示 式 
9= ара ds ау 

是 一 个 字 , 因为 LJ rs Ug 中 元 素 的 最 小 长 (从 而 = 1—1), Ж 
且 此 字 的 任意 (从 开始 起 ) 截 段 是 它 自己 所 在 陪 集 的 代表 . 

Vt 5g 是 我 们 选 定 的 任意 一 个 代表 ，as 是 任意 一 个 生成 元 ， 考 


1) 截至 准备 第 三 版 期 间 又 发 表 了 一 些 其 他 让 明 ( 参 看 补充 9.1), 
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E RR ga.(ga.) :显然 ， 它 与 在 以 7 为 代表 的 陪 集中 对 元 素 9 
的 选择 是 无 关 的 , JE ELT J= Ug, Jaa = Uga, JEP и, и ЕО, 则 
да.(да.) ‘= щи! CU. 
当 这 个 乘积 并 于 单位 元 时 ， 我 们 约定 把 它 记 作 иу, а 
.—9a.(g9a,) !,  2Aga,(ga,) AL, 
而 来 证 明 ， 所 有 1 Uza 的 集合 是 子 群 UU 的 生成 元 系 . 
Fi и diaaa ECU, WIZ g= aitai? dat, hn, W 35 
go 三 1 9 =u, ИЖ | 


л 


и = 0.10409), 
(0 :X 


因为 Joga =l, ЧН еже e,— +1, 则 

jai) = guias is) T. 
此 元 素 等 于 NT E 或 者 单位 元 ; d e,— —1, МИН g= 9% _1а71 得 
9%-1- Irla; 因此 | 

g,.1055(94) | —,04,a.1 (gu), 
此 元 素 等 于 us a, KA ERMI. 

如 果 对 元 素来 取 用 生成 元 ac。 表示 的 另外 一 个 记 法 一 一 这 个 

新 的 记 法 可 由 原来 的 记 法 经 有 限 次 初等 变换 而 得 ， 这 里 的 初等 变 
换 是 指 把 两 个 紧邻 的 相互 为 逆 的 符号 a。 和 а, cb RA 
且 若 对 此 新 的 记 法 应 用 刚 给 出 的 方法 而 把 元 素 刀 通过 生成 元 45, a 
来 表示 , 则 经 直接 验证 可 以 确信 , 这 个 新 的 表示 式 可 由 原来 的 经 相 
БУН) bé А SE SE US Ж E у, „ 和 и. « 而 得 到 . 换言之 ,如 


果 U* 是 具 自 由 生成 元 wz，。 的 自由 群 ">， 则 在 上 段 中 所 描述 的 把 
元 素 和 用 元 素 из, e RHH EREU ЕЛЬ PE 0 


€ m qu Hr 


1) 准确 地 说 ， 这 是 一 个 目 由 群 ， 它 的 自由 生成 元 与 元 素 ио а 之 间 有 一 个 一 一 对 


—— 


\ 
БУ. 
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中 一 个 完全 确定 的 元 素 u* 对 应 起 来 ， 用 符 写 三 表示 群 0* 中 元 
素 间 的 相等 ， 因 为 对 0 中 任意 两 个 元 素 % 和 ws 有 等 式 
(uu) ufui, 
则 对 应 &->w* 是 子 群 品 到 子 群 U* 内 的 同 态 对 应 ， 现 在 来 证 明 ， 
尼 是 一 个 到 整个 群 U* 上 的 同 构 对 应 . 
为 了 焉 明 ， 我们 来 找 元 素 uL, . ШЖ 


J= G4 lg, Jaa = ават, 


ЩИ 


us, а = TESTER PC P P PR 


| | 

И о! ——-1 

= || (аа asarreak. 0: (адаа ) 
i= 


==. 


如 果 这 时 我 们 利用 (这 在 整个 证 明 中 还 是 第 一 次 ) 下 面 这 一 事实 : 
代表 的 任意 截 段 本 身 也 是 它 所 在 陪 集 的 代表 ， 并 且 还 注意 到 ， 当 
0=7<т—1 НЯ 

фаза" чарт! = изаат — apt agi, | 
则 不 难 发 现 , 在 我 们 得 到 的 这 个 乘积 中 除去 等 于 其 自身 45, a 的 一 
个 因子 以 外 其 他 的 因子 都 不 见 了 .这 就 证 明了 


Ше, д 


这 样 , 群 V* 中 的 任 一 个 生成 元 ， 随 之 此 群 的 所 有 元 素 都 是 加 中 元 
素 的 象 ， 同 时 我 们 得 到 子 群 U 是 自由 群 ,而 元 素 U5,。 的 集合 是 它 
约 自由 生成 元 系 这 耽 结束 了 Nielsen-Schreier 定理 的 证 明 . 

这 里 叙述 的 对 自由 和 群 的 子 群 侮 造 自由 生成 元 系 的 方法 ， 可 以 


1) JA ru, RRERR wwz 中 不 作 任何 的 化 简 而 对 它 应 用 构造 元 过 w* 的 方 
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用 来 建立 自由 群 的 一 些 新 的 性 质 . 
1. ARE п, п>1, 的 自由 群 ,其 换 位 子 群 是 可 数 秩 自由 群 . 
实际 上 , 设 自 由 群 G 以 元 素 au а», 77, а, 为 白 由 生成 元 系 并 设 
КЕ RET AE КЮ ЖЕНИХ ата"... 
аз” 的 元 素 , 其 中 指数 a; 是 某 些 整 数 , 并 且 在 选择 这 些 元 素 作 代表 
时 , 也 要 求 在 上 述 证 明 中 对 代表 提出 的 条 件 被 满足 ， 然 而 ， 易 见 


ЖЖ дада ”等 于 1, 其 中 

F= Arad", 0, 0, 4,77 = An m, 9,520, SAR, 
当 且 仅 当 s<;?。， 由 之 得 子 群 玉 之 秩 的 无 限 性 . 

II. (Schreier[4])。 若 在 有 限 秩 Rp 的 自由 群 G 中 给 定 一 个 有 
限 指数 7 了 的 子 群 U, 则 此 子 群 的 秩 亡 也 是 有 限 的 六 且 满 足 等 式 

Ё == 1-Е)(п—1). 

设 在 G #&—Ң HUER Ua, а», +, dr 并 设 在 对 忌 的 右 陪 集 
中 选 定 代表 万 且 知 每 个 代表 的 任意 截 段 仍 是 其 自己 陪 集中 的 代 
ж. 形 如 94.90. ”的 乘积 总 数 显然 等 于 ju; 已 经 从 这 里 可 得 是 
有 限 的 ， 现 在 我 们 来 计算 一 下 , 这 些 乘积 有 多 少 个 等 于 1. 

IE P, 是 长 为 1 且 是 以 某 一 个 元 素 a; 为 最 后 一 个 因子 的 代表 7 
的 个 数 , Pi 是 同一 长 但 以 某 一 元 素 oi 结尾 的 代表 个 数 ; 这 里 我 们 
设 Po=1, P=0， 如 果 这 时 有 да, да; =1, ЖЕ go,—ga, ҢЖ 
ERL MER ga; 的 长 等 于 一 1 或 ! 十 1 在 第 一 种 情形 8 以 
a; 结尾 、 当 给 定 了 1 以 及 任意 的 i 时 ， 共 有 疡 个 这 种 情形 ， 因 
为 , 反 过 来 , 若 了 以 ai! 结尾 , 则 ga; 是 9 的 截 段 , 因而 9a; ga, = 
1. 如 果 出 现 第 二 种 情形 , 则 ga; 是 长 为 i 十 1 的 代表 且 其 最 后 一 个 
指数 为 正 ， 反 过 来 , 若 长 度 为 1 十 1 的 某 个 代表 以 a. 结尾 ， 则 它 县 


有 形状 да, Joh g 是 其 长 为 工 的 截 段 , 而 此 时 gas ga, — 1. 因此， 
这 种 情形 共有 Ps 个， 这 样 , 乘积 中 等 于 单位 元 的 总 数 等 于 和 


[ee mad 


$36. ИНДЕТ 
^ (PP, 
即 是 等 于 2—1, 因为 把 Po 加 进 此 和 便 得 ,而 Po 二 1。 这 时 
k= ju—(j—1)-1-T J(n—1). 
定理 证 完 ， 
ПЕ. (М. Hall[4]). i&& B d ZEG v 98 ЯҢ 
а= АРАА: DAD, 
它 具 有 以 下 性 质 : 对 于 住 意 加 之 0， 以 及 任意 选择 群 A 的 一 个 自 
由 主 成 元 系 ， 子 群 An 中 任意 异 于 工 的 元 素 在 这 些 自 由 生成 元 下 
具有 大 于 或 等 于 3 的 长 ,这 时 给 定子 群 列 之 交 等 于 E. 

设 在 群 G 中 给 定 一 个 自由 生成 元 系 . 应 用 上 面 在 证 明 Niel- 
sen-Schreier 时 指出 的 方法 在 子 群 А, 中 选 定 一 个 自由 生成 元 Ж. 
М А, 的 这 个 自由 生成 元 系 出 发 用 同样 的 方法 选 定 А, 中 的 目 出 
生成 元 系 , 等 等 

Ж ж ТА, 221, HERTE. Ж» ЕТЕЙ: А, , DE 
定 的 生成 元 下 的 长 度 , 则 它 在 子 群 4; 中 所 选 定 的 生成 元 下 之 长 度 
不 大 于 n( 参 看 Nielsen-Schreier AUEI -FEE U у ск v 
Нс из, « 来 表示 的 那 一 段 )、 但 是 在 我 们 这 个 情形 此 长 度 还 该 
大 严格 小 于 п: 21 | 

T= Aaaa 
是 元 素 ж EH A- WEEER F Ry в KRA, НН 
аз xa, ЇЙЇ 
ls! 一 уа, yC- A,, 
由 之 将 要 有 子 群 4. 中 的 元 素 
у= аф анс! 
Я 1. 但 它 在 群 А, 的 选 定 的 生成 元 下 的 长 度 等 于 2， 因为 陪 
E Аа: 的 代表 а 在 此 集中 有 最 小 的 长 度 ， 即 长 度 为 1， 这 就 与 
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ЗЕ РН ЕН). Е, 由 А, 转 到 AL БА, 中 元 素 的 长 度 严 
kd. 因此 , ЕР 1 897038 Я BE RT PUBL Г АС 
补充 9. 1). 

从 最 后 一 个 定理 得 到 下 面 的 结果 : ж о 是 第 一 个 无 限 序数 , 则 
自由 群 的 第 换 位 子 群 (参看 814) 等 于 Е. 实际 上 , 若 ze 是 自由 
群 G 的 自由 生成 元 ,y 是 群 G 的 换 位 子 群 中 的 一 个 元 素 , y 了 1， 则 
ER y 用 这 些 生 成 元 ze 来 出 的 最 简 表 示 式 中 每 一 x 的 指数 的 
利 等 于 零 ， 从 而 在 诸 生 成 元 x. PIR y 的 长 度 不 小 于 4. 

刚 证 得 的 这 个 推论 也 可 由 下 而 的 定理 得 出 . 

Magnus 定理 5G 是 任意 自由 群 ， 则 它 的 下 中 心 链 的 第 四 
项 等 于 E. 

这 个 定理 是 在 MagnusL6j 中 被 证 明 的 并 在 Witt [1], Фукс- 
Рабинович[5 |, М. Hallli4] 中 重新 让 明 过 ， 它 也 包含 在 Мальцев 
[7 中 一 些 更 一 般 的 结果 中 ,它们 涉及 这 样 一 个 问题 ， 在 什么 条 件 
下 茶 些 群 的 自由 积 之 下 中 心 链 的 第 @ 项 ART E. 下面 我 们 利用 
Мальцев 837; i; 3c ПЕВ Magnus 定理 . 

КРАЖА. HR pRa mbe 


0op 一 4 十 0 一 42， 
我 们 便 在 如 中 得 到 一 个 新 的 运算 ， 称 之 为 归 联 系 法 ， 此 运算 是 结 


合 的 : 
ao(boc)—=ao(b+e—bc)=a+ (bo e— be) —-a(bd- e— bc) 
== (a4-b--ab)--c— (a--b—ab)c = (aob)oc. 
在 归 联 乘法 中 显然 环卫 的 零 元 起 单位 元 的 作用 
400 — 0oa- a. 
FRA В [ул ж a 是 根 元 , 如 果 对 它 人 存在 有 一 个 归 联 逆 元 4, Bi 
满足 等 式 


аса’ = а оса=0 


86. НИ — 37 
к. ШЇЇ, 
(а) =a. 
根 元 的 归 联 乘积 仍 是 根 元 , 因为 
(aob) 一 D оа’. 

我 们 得 到 , 环 呈 的 根 元 按 妇 联 乘 法 组 成 一 个 群 , ЯК ЖК Ву 
ja Rt Ж. | | 

今 设 给 定 某 个 势 m， 它 是 有 限 的 或 无 限 的 ， 取 符号 es 的 集 
tr, 其 中 足 码 & Hoa Х) пт 的 一 个 集合 , 而 称 任意 形 如 

£a, 8a, *** Ca, | 

的 表示 式 为 长 度 为 % 的 字 , Нр nrl Ша, Ра, $—1, 2, се, 
n—1, 亦 即 相 邻 的 4 因子 ?是 不 相等 的 。 用 下 面 方法 作 一 个 环 А, 其 
元 素 是 带 异 于 零 的 某 些 整 系数 的 有 限 个 字 的 形式 和 }; 并 认定 在 不 
_ 计 被 加 项 次 序 下 请 中 元 素 表 成 这 种 和 的 记 法 是 唯 -… 的 ， 在 情 的 元 
素 中 再 添加 一 个 字 的 室 和 ,. 它 不 包含 带 有 和 非 零 系数 的 任意 字 ， 

两 个 字 和 的 加 法 定义 为 把 其 相同 字 的 系数 相 加 继 之 以 舍弃 所 
有 系数 变 成 零 的 字 ， 显 然 ， 这 个 加 法 是 交换 的 ， 结 合 的 并 具有 减 
法 ; 特别 , 震 元 将 是 字 的 空 和 . 

现在 来 定义 字 的 来 积 ， 若 给 定 字 

V = Ea, Ca," ea 82 一 6pC6 "ер, 

Wi 34 а,3 2, 时 表示 式 

| | Cauiea *** Ca Cp €p," Ep, 
是 一 个 字 , ЕЛЕ X293 BL vv. EAE „= Pus 则 设 0,0,0; 特 
Я, Е e. 的 平方 等 于 零 . 这 里 提 一 下 , Ф 910,520, № 72 0,05 
的 长 度 等 于 字 v0, о 的 长 度 之 和 . 

两 个 字 和 的 来 积 如 下 来 定义 : 第 一 个 和 的 每 一 项 与 第 二 个 和 
的 每 一 项 相 乘 , 此 时 系数 间 相 乘 , 而 依 上 面 说 明 的 意义 下 取 字 之 癌 
的 乘积 ， 这 之 后 合并 同类 项 并 含 弃 其 系数 变 成 零 的 那些 项 ， 这 个 
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乘法 当然 不 是 交换 的 ， 但 是 合 的 , 因为 宇 的 乘法 是 结合 的 ， 
并 且 它 对 加 法 有 分 配 律 ， 

这 样 ， 我 们 构造 了 一 个 环 А. HG ЖАНЕ ЖННД, С 
РН ESTIR ee 这 是 因为 
e. = —е,, (1) 
现在 来 证 明 , 在 群 G 中 由 所 有 元 素 ea + җе ДЖЕЛ G9 Ж, f 
e, 的 集合 是 它 的 自由 生成 元 系 . 
实际 E, е„°е„= 2е. 并 且 一 般 地 对 于 任意 整数 友 正 的 也 好 而 
由 (1) 人 负 的 了 出 好 ,元素 ea МУХ k REET kea 这样. 元素 е. 在 
群 G 中 生成 一 个 无 限 循环 群 ， 若是 我 们 考察 乘积 
ke, ok,e,,o-ok,e,,, ‚ (2) 
Наза, 1, 271,2, ,2—1, НҢ k 蜡 于 零 , 则 展开 这 个 归 
X REA, 我 们 竺 别 可 得 到 其 中 一 项 
(ЕЁ kn) ea es еа. 
这 是 具有 非 零 系数 的 唯一 -的 一 个 长 度 为 % 的 项 , 它 和 谁 都 消 不 掉 ， 
因此 乘积 (2) 不 等 于 零 , ZRBIVISECT- REG 的 单位 元 ， 而 这 也 就 是 要 
正 的 . 

在 在 五 中 取 一 异 于 零 的 元 素 ， 则 称 其 中 具有 最 小 长 度 的 一 
项 为 小 项 , 面 它们 的 长 度 称 作 这 个 元 素 的 高 ， 其次， — 
тш Ж 2 ВАУ, 项 大 于 天 中 任何 其 他 元 素 的 高 ， 容易 验证 , nem 
大 于 或 等 于 因 于 之 高 的 和 ， 力 -一 方面 ， 和 的 高 大 于 或 等 于 被 加 项 
之 高 中 的 较 小 者 ,因而 情 中 元 素 的 归 联 乘积 , 如果 异 于 需 ， 则 其 高 

大 于 或 等 于 因子 之 高 中 的 较 小 者 ， 
ЭЕ, a eG 中 元 素 , Non ава 的 高 相等 ， 实 际 上 
a 4- a — aa! =0, 
但 乘积 аа 的 高 大 于 位 一 因子 和 的 高 ， 因 而 被 加 项 @ 和 a 的 小 项 必 
开 相 抵消 掉 ， 
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车 元 素 a 和 2 在 群 G 中 且 异 于 零 ， 则 它们 的 换 位 子 的 高 大 于 
此 二 元 素 之 任何 一 个 的 高 ， 事 实 上 ， 展 开 换 位 子 的 表示 式 并 注意 
到 妇联 族 元 的 定义 , 得 

a'ob'oaob = —a'b' —ab—a'b—b'a--a'ab 4-b'ab-- a'b'a 


-- a' bb — a'b' ab. 
右 侧 和 中 每 一 项 的 商 大 于 4、2 中 每 一 元 素 的 高 ， 故此 时 对 整个 的 
_ 和 这 也 是 对 的 . 
今 考察 群 也 的 下 中 心 链 
F=F,DF ОЕ, DDF, D", (3) 


并 证 明 ，F, 中 任意 元 素 的 高 大 于 或 等 于 R 十 1。 这 对 二 Fo 是 对 

的 ， 设 对 Fa 也 已 证 明 ， 作 中 元 素 a 与 了 中 任 一 元 素 的 换 位 

T. 我 们 便 得 到 一 个 元 素 , 它 的 高 大 于 元 素 a 的 高 ， 即 是 大 于 或 等 

于 2 十 2， 此 时 这 一 点 对 于 这 样 换 位 子 的 归 联 乘积 ， 亦 即 对 子 群 
Pi 中 所 有 元 素 也 是 对 的 . 

由 之 得 , 子 群 (3) 的 交 , 也 就 是 秩 为 mm 的 自由 群 到 的 下 中 心 链 
Ж о Др Вр МХ шт ЕЕ, МАХ ЖЕН T 
Magnus 定理 . 

我 们 指出 Witt[1] 中 的 一 个 定理 而 咯 去 证 明 , Е, 自由 
群 柬 的 下 中 心 链 (3) 的 因子 FaFa n—0,1, 2, аы 
尔 群 . | | 
在 Levi[3] 中 可 以 找到 一 个 和 上 面 证 过 的 M. Hall 和 Magnus 
定理 同样 类 型 的 定理 . 所 有 这 些 定理 都 是 部 分 的 回答 一 个 一 般 的 、 
不 那么 太 确定 的 问题 ， 即 关于 研究 自由 群 的 所 有 子 群 的 问题 ， 或 
者 使 用 一 下 在 第 十 一 章 中 才 引 用 的 一 个 术语 ， 这 是 关于 自由 群 的 
子 群 格 的 刻 划 问题 ， 无论 如 何 自由 群 是 非常 富有 子 群 以 及 正规 子 
群 的 ， 这 是 可 以 从 不 同 的 想法 , 特别 从 下 面 的 定理 而 认识 到 的 . 

若 G 是 一 个 自由 群 ， 而 g 是 其 中 异 于 工 的 一 个 元 素 ， 则 在 б 
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中 存在 有 限 指 数 的 正规 子 群 , 它 不 包含 yg. 

这 个 定理 包含 在 WiaxpHeB[L2]j 中 一 个 更 一 般 的 定理 7 中 № 
一 些 时 候 它 又 在 Iwasawa[2j 中 独立 地 被 证 明 过 ， 这 个 定理 还 有 
下 面 这 个 简单 的 证 明 . 

设 ta Н КАЕН) ЕСН НА НЕА. TE 7639 9 
的 最 简 表 示 式 中 出 现 的 此 系 中 的 生成 元 记 作 zu 24, 7, cm, XXE 
元 素 9 的 最 简 表 示 式 具有 形状 

= viii Win (4) 

其 由 1<1,<3$,2,= 1,6-1, 2, +-*, п. 

我 们 取 作 用 在 符号 1, 2, …,2 十 1 上 的 2 十 1 次 对 称 群 бе, 并 
按 下 面 方法 在 其 中 选 出 置换 

21, 02 Tas — (5) 

Wk-1,2,-,2 #е,=+1, WEGE Kex, GT «Ci es 这 
KERKO НВО ӘУ ky EI. 车 是 6&4= 一 1， 则 认 
定 这 个 置换 把 符号 4 十 1 变 到 有， 当然， 这 样 不 能 把 (5) 中 任 一 个 
1 十 1 次 置换 完全 确定 下 来 ， 因 为 (5) 中 每 一 个 置换 暂时 只 是 把 符 
号 1 2, …,% 十 1 中 的 一 部 分 映 到 这 些 符号 的 一 部 分 上 上， 但是， 这 
个 映射 是 相互 单 值 的 , 因为 , 由 于 (4) 是 最 简 表 示 式 ，(5) 中 任 一 置 
换 都 不 会 把 某 个 符号 上 爱 到 两 个 不 同 的 符 写 和 一 1,% 十 1 上 去 或 者 
是 把 两 个 不 同 符号 X 一 1 和 十 1 映 到 同一 个 符号 Е. ЖЖ, 
映射 (5) 是 可 以 补充 定义 的 ， 亦 即 事实 上 可 认定 映射 (5) 是 群 S. 
中 的 置换 . | | 

若 把 元 素 ti zz ++, 2, 相应 地 上 映 到 元 素 21,22, 2; E, Ш 
所 有 其 余 自 由 生成 元 ze БЕЗДЕ Si 的 单位 元 上 ， 则 我 们 就 得 到 
一 个 群 G 到 有 限 群 Ss. 内 的 同 态 对 应 .此 同 态 对 应 的 核 是 G 的 
一 个 有 限 指 数 正 规 子 群 ,元 素 9 在 此 正规 子 群 之 外 , 因为 它 被 映 到 
置换 
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g —ad uites, 
而 依 置换 (5) 的 定义 它 把 符号 1 EAS ntl, КЕП = 
”置换 ， 定 理 证 完 | 
ft M. Hall [2] 中 含有 此 定理 的 一 个 部 分 推广 ，( 参 看 补充 
9. 2. ). 


$37. 目 由 群 的 全 特征 子 群 ， 恒 等 关系 式 


自由 群 的 全 特征 子 群 特别 使 我 们 感 兴趣 ， 这 首先 是 由 于 它们 
和 群 中 所 谓 恒 等 关系 式 之 间 的 联系 . 
我 们 知道 , 在 任意 阿 贝 尔 群 中 , 在 等 式 
riz xnl 或 [m,2,]—1 (1) 
中 妆 把 < 未 知 元 >z: 和 2, 换 成 群 中 任意 元 素 时 它 仍 是 成 并 的 ， 相 
应 地 在 任意 亚 阿 贝尔 群 (参看 $14) 中 又 是 对 于 群 中 任意 t, 2 和 
Xs 有 等 式 | | 
[[2,, 25], 23] — 1. (2) 
最 后 在 % 阶 有 限 群 中 任意 元 过 的 阶 整 除 %， 因 而 < 恒 等 地 3 满足 等 
4 | 
z=]. (3) 
一 般 地 ， 设 给 定 一 个 群 G，、 我 们 考虑 一 个 起 辅助 作用 的 自由 
BE W,'E "PX B HAEC, ж ш ЕЛЕ И у 157696, ЛЕЙ 
由 生成 元 Хз, za En … 组 成 的 字 , 则 等 式 
w=] (4) 
ERG 中 的 恒 等 关 系 式 ， 如 果 把 在 字义 中 出 现 的 那些 jw 分 别 换 
成 G 中 任意 元 素 时 它 总 是 成 立 的 . | 
一 般 的 说 , 群 G 可 以 具有 很 多 的 恒 等 关 系 式 ， 例 如 , 如 果 在 С 
中 关系 式 (3 BE НИЯ ДЕ, 则 关系 式 жү =1,29=1, Сарата)" 1 
等 等 也 被 满足 ， 群 @ 的 所 有 恒等式 的 左 侧 组 成 群 古 中 的 一 个 爹 特 
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dE + #4 Г... 
事实 上 , 若 在 群 G rn P ЯН Oe АЛИ В: 
1), = 1, Шо = 1, 

则 显然 下 列 关 系 式 也 被 满足 : 

wiws 二 ] 和 wsl, 
亦 即便 等 关系 式 左 侧 确 组 成 自由 群 丈 的 子 群 ， 现 在 我 们 来 考察 群 
琴 的 任 一 自 同 态 P。 它 把 每 一 生成 元 zx; БС vo. CENE 
成 元 zu za t. n … 组 成 的 宇 ， 若 (4) 是 群 G 的 任意 一 个 恒 等 关 
RAM | 


则 | 
wg (х, p) (rp) (ri p)" 

右 侧 是 生成 元 ж, хо, … 的 一 个 字 ， 在 此 字 中 用 G 中 任意 元 素来 代 
替 这 些 生 成 元 等 价 于 先 把 这 些 元 素 代 入 字 mum 61, 2,…, п th, 
再 把 所 得 到 的 结果 代 人 字 色 中 ， 最 后 的 这 次 代入 使 把 字 包 变 成 单 


. foo 因此 


wo-1 

i A EG АТА SEX ARABI ш ЄЎ. 

例如 , T 5 ЭЕ RC БО ОВ, 关系 式 (2) 对 应 
着 群 矿 的 下 中 心 链 的 第 二 项 И». S. RW РӘ АУ TIE 等 关系 
式 (3) 的 全 特征 子 群 是 群 奈 中 所 有 元 素 的 冯 次 早生 成 的 子 群 ， 以 
后 将 称 此 子 群 为 群 本 的 贱 次 和 杜 并 记 作 И" 这 个 全 特征 子 群 的 定 
义 可 以 搬 到 任意 群 上 去 , 这 一 点 我 们 在 $14 中 已 指出 过 了 . 

为 了 给 出 群 G 的 所 有 恒 等 关 系 式 ， 显 然 没有 必要 写 出 相应 子 
ДЕ Fe ЧУ ЕЕ, 而 只 需 在 此 子 群 中 选 出 -- 些 元 素 ， 它 们 在 群 
W 中 生成 的 全 特征 子 群 恰 是 该 子 群 。 当然 ， 这 样 元 素 的 选择 方法 
不 是 唯 - = Hy. 


CMO cot — anum 


ВЕ ЖЕ ОВЕН ЕЖЕ BS E ЕР НЕ — № б, 
SE H =V. 呢 ? 由 下 面 的 讨论 可 得 出 此 问题 的 肯定 答案 . 

设 给 定 一 个 群 G， 我 们 把 它 表 成 某 个 具 自 由 生成 元 系 对 = 
(au) 的 自由 群 卫 关于 正规 子 群 六 的 商 群 

GFI/N, 
而 来 找 出 群 G 的 恒 等 关 系 式 ， 设 十 是 群 了 的 含 于 子 群 入 中 的 所 有 
全 特征 子 群 之 积 ; 本 身 是 的 全 特征 子 群 。 如 果 
h= as az dan 

ЖН 6769, 则 等 式 
| pipe] (5) 
是 群 G 中 的 恒 特 关系 式 , 其 中 duds ns in 是 自然 数 ， 并 且 = d 
当 且 仅 当 % 二 1， 实 际 上 ， 为 了 在 等 式 (5) 中 代入 G BELA, 
也 就 是 对 于 六 的 任意 陪 集 ， 须 要 在 它 的 左 侧 中 代入 这 些 陪 集 的 代 
K, 也 就 是 在 诸 生成 元 а. 下 的 某 些 字 。 然 而， 这 样 作 等 价 于 对 元 
素 有 施行 群 五 的 一 个 自 同 态 ， 这 并 不 能 把 它 引 出 子 群 五 ， 因 而 子 
BEN LER GXTR С 中 任意 元 素 都 满足 等 式 (5)， 这 就 是 说 ， 等 式 
(5) 是 此 群 的 恒 等 关系 ， 

反之 , 若 

дея (6) 

БЕС ЕЖА, ШИХЕ ЮЖ ИШ F PESTRA 
之 后 我 们 将 得 到 一 个 属于 正规 子 群 立 的 元 素 ， Ж Е Е ЖЕН 
中 。 这 是 因为 , 任意 在 正中 选取 往 (6) 中 代 人 的 元 素 ， 用 这 种 方法 
”所 能 得 到 的 入 中 的 一 切 元 素 在 М 中 生成 一 个 子 群 ， 易 见 ， 这 个 
子 群 在 中 是 全 特征 的 , 因而 包含 在 五 中 ， 特 别 ， 在 (6) 中 代替 未 
知 元 素 而 代入 对 中 的 一 些 元 素 , 我 们 便 得 五 中 的 某 个 元 素 h, H 
恒 等 关系 式 (6) 属 于 上 一 段 中 描述 的 群 G 的 恒 等 关系 式 集中 ，, 

从 而 得 到 , ЖЕ G—F/N Ж Р/Н 具有 相同 的 恒 等 关 系 式 ， 我 们 


指出 , 由 于 НОМ, 故 这 些 群 中 的 第 一 个 同 构 于 第 二 个 的 商 群 

任意 秩 自 由 群 关于 其 全 特征 子 群 的 商 群 叫 作 导 出 自由 群 ， 这 
TE. 我 们 证 明了 下 而 的 定理 . | 

ЕНОТ Ня, Ех Щщ А 
群 具有 和 G 同 祥 的 恒 等 关 系 式 . 

例如 , 自由 群 关于 其 换 位 子 群 的 商 群 ， 也 就 是 自由 阿 贝尔 群 ， 
是 导出 自由 群 ， 这样, 对 于 阿 贝尔 群 的 情况 , 也 就 是 有 恒 等 关系 式 
(1) 的 群 ,我们 便 得 到 -个 结果 , 它 本 质 上 等 价 于 $19 中 的 一 个 定 
理 ; 任意 阿 贝尔 群 同 构 于 某 个 自由 阿 贝尔 群 的 商 群 . 

现在 我 们 看 到 ， 可 数 秩 自由 群 丰 的 任何 全 特征 子 群 吾 对 于 某 
个 群 G 起 着 群 了 e 的 作用 , 商 群 刺 / 忆 恰好 是 以 吾 中 的 元 素 为 自己 
的 恒 锋 关系 式 的 左 侧 . | 

这 样 一 来 , 倘若 我 们 打算 按 恒 等 关 系 式 将 群 分 类 , 继续 曾 做 过 
的 把 阿 员 尔 群 类 和 亚 阿 贝尔 群 类 区 分 出 来 的 工作 ， 那 末 就 应 当 描 
述 可 数 秩 自由 群 的 所 有 全 特征 子 群 ， 另 方面， 描述 | 折 有 导出 自 
由 群 是 与 刻 划 任 意 自 由 群 的 全 特征 子 群 相 联 系 的 .我 们 现在 来 证 
明 关 于 这 些 子 群 的 若干 个 定理 

自由 群 了 的 住 意 全 特征 子 群 甩 ， 当 它 不 是 整个 地 合 于 换 位 子 
BF 中 时 ， 就 必 是 它 与 这 个 换 位 子 群 的 交 К, K—H(QF я 
FHAR EF, nol 的 来 积 (Levi[3], B. Neumann[A |). 

设 (as) ЖЕНЕВЕ, ERAM РУР" RR B 
^k зс а Р' 的 自 山 阿 贝尔 群 ,可 以 断言 ， 互 的 元 和 五 中 任何 元 一 
样 可 以 表 成 | 

Ь=а at eos 7 (7) . 

的 形式 , 其 中 / ЄР, 80, Bp ERG 0,7, а, 不 同 ， 所 有 指 
数 ka ka ns ka 异 于 0, ЖИЫ ВР", 80. 作 群 的 自 同 态 ,使 
а, 不 动 而 将 其 余 的 生成 元 a. 变 为 1, 则 元 h 变 为 元 asi, 因为 元 了 


NEN $37. 自由 群 的 全 特征 子 群 ， 醒 等 关系 式 15 
ЖЛ ЖЕ ВКУСНО) Oie f ЕК АА PES 1, Н 
РАЕН B9 ЕН 
a CH, 1=1,2, +*., 5, (8| 
itam ЛЕН um 
FECHAF )=K. 
假定 % HEMER a. EH У БЛАС: EER n 
存在 , 可 根据 条 件 HEF 由 上 述 得 知 ， 但 是 因为 存在 群 五 的 自 同 
态 , 可 将 元 a. 变 为 此 群 的 任意 预先 给 定 的 元 ， 故 再 由 Н 的 全 特征 
HER An, F 的 任意 元 的 ?次 帮 在 总 中 , 即 豆 三 玫 ， 现 在 (7) 中 任何 
指数 ki n Е, НСВ) Ер n 整除 , 因此 
Ча! а? nai ER", 
XX BL ШЕВА T SEX 
НЫР К, (9) 
НЕ. 
XX — ИЕНЯ "НБ | Л. УЖ п, WIE nH), H.24 АСР Ша n Н) 
= оо, 我们 来 证 明定 理 : 
РЕЯ, Н 为 其 全 特征 真子 群 ， 则 导出 自由 群 / 厅 关 
于 它 的 换 位 子 群 的 商 群 是 了 如) яна; 这 些 循环 群 直 
因子 的 个 数 等 于 群 厂 的 秩 . 
Жк B. ЖЕР/Н 的 换 位 子 群 为 НЕ /Н, НМ BE 时 ， t 
(9) & Bl КСР 可知 , 等 式 
HF —-F'F 
kar. КИЕВЕ РИН REEE TR IU ИЕЛЕ TRR FFF, 
X Ж НСЕ' ,WSEF/H 关于 它 的 换 位 子 群 的 商 群 就 同 构 于 了 了 / 疡 "， 
在 这 两 种 情形 下， 这 一 商 群 总 起 阿 贝尔 群 且 显然 是 %% 阶 人 循 坏 群 的 
EH, 而 循环 群 的 个 数 等 于 群 厂 的 秩 . 我 们 指出 ， 由 不 等 式 HTF 
可 得 数 п= в (Н) К 1. 
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А И Е ee т ид из _ —— т ,—»е=" ES | 


现在 我 们 可 以 证 明 如 下 的 Baer[32] 定 理 ， 它 把 接 述 导出 自由 
样 的 问题 完全 归结 为 刻 划 所 有 上 自由 群 中 的 一 切 全 特征 子 群 . 
任何 异 于 加 的 导出 自由 群 G 可 以 唯 -- 地 表示 成 自由 群 关 于 它 
的 全 特征 子 群 的 商 群 . 
实际 上 , 设 群 G 容 许 两 和 这样 的 表示 让, BE 
G-—F/H-F/H, 
Rp Fm P ЮВЕ, m ЖАН dic ET SE, HU 
Lin а © РЕВВА С’ ПУТИ хе |а] Er n НУВ 
ABER BIR. TEE G/G' 的 任意 两 个 这 样 的 直 分 解 是 同 构 的 ， 这 可 由 
$ 24 对 有 限 nw 的 结果 和 8$.19 Жп=со 的 结果 得 出 ， 因 此 ， 再 根据 
上 面 定理 , H НЕРЖ РНЕ, 即 它们 同 构 . | 
于 是 ， 可 以 认为 在 生成 元 系 为 (ao) 的 自由 群 下 中 给 定 了 两 个 
ZETHA K, F REETH REE t 
F/H-F/K (10) 
fr 
һ=а aa, lan 
为 五 的 任 一 元 , 则 由 本 节 一 开始 所 证 , 等 式 
11511.18 =1 
СЕ, = МАМУ а, =a) S Р/Н 的 恒 等 关系 式 ， 由 同 构 
(10), 它 也 是 群 К/К 中 的 人 恒 等 关系 式 ， 因 此 在 其 左边 代 以 五 中 的 
任意 元 便 得 到 天 中 的 元 ， 特 别 以 元 au, 代 每 个 《未知 数 >zx;, 我 们 就 
得 出 元 %, 因而 , "cfe T ЯК Н. WR. HEK ЖА KEH, 因此 
Н=К, 此 即 要 证 者 . 
现在 说 明 如 何 把 刻 划 任意 秩 自由 群 卫 的 所 有 全 特征 子 群 的 问 
Sij БЕГА Ep ER REW BB IRSE ЕДЕ. EH AREF AAS 
ЕВЕ ДИЕТУ гр А Er EPREV eiu, ТАШ ЖЕЕ/Н 的 恒 
每 关系 式 的 左边 组 成 ， 若 及 为 群 了 的 另 一 个 全 特征 子 群 ， 则 子 群 


#7 BHERESETE. ESO 4i 
V pk STREV ra 不 同 : WAR РИН OO PF/K ВНЖ 
AX, 则 重复 上 述 定理 证 明 的 末尾 , 我 们 就 会 得 到 Н=К, Е 
E НСК, МОБ Грн вик, WAR Р/Н 的 所 有 恒 等 关 系 
ЕНА ж Ж F/K 中 也 成 立 . KZ, ЖЯ Урун r ИМЕН 
中 元 加 如 本 节 一 开始 所 描述 的 那样 , 作 群 F/H 的 , 从 而 也 是 F/K 
的 相应 的 恒 等 关系 式 , REH ЕК, НСК, 这 就 证 明了 如 
下 定理 (Baer[321]). 

存在 住 意 秩 自 由 群 也 的 全 体 全 特征 子 群 集 Lp 到 可 数 秩 自 由 
SEW 的 全 体 全 特征 子 群 集 Ly 内 的 一 一 映射 ， 并 且 双 方 保持 包含 
若 群 已 的 秩 无 限 ， 则 这 是 集合 Zr 到 整个 集合 Zr 上 的 映 


H. 
事实 上 , 假定 M = (x。) 为 群 了 的 自由 生成 元 素 ， 因 集 收 无 穷 ， 
在 其 中 可 选 出 可 数 子 集 M' = (zu zz e, En …)， 我 们 将 认为 群 歼 
与 集合 M 生成 的 子 群 重合 . 
假定 为 群 W 的 任意 全 特征 子 群 ， 而 五 为 集合 生成 的 群 也 


”的 全 特征 子 群 ， 奋 取 ? 中 的 任意 元 并 且 在 其 表示 式 中 以 任意 方式 


HM" 中 的 元 换 成 履 的 任意 元 , 我 们 不 会 越 出 群 豆 之 外 ， 读 者 不 难 
验证 ， 用 这 种 方式 得 出 的 所 有 五 中 元 自身 在 五 中 和 父 成 一 个 爹 特征 
Т, 因而 它 穷 尽 了 五 的 所 有 元 , 这 样 

HDW —yV. 
因此 群 久 的 子 群 Ysyz， 它 在 上 面 指出 的 意义 下 与 子 群 且 对 应 ， 实 
际 上 与 V 重合 . 

而 若 群 五 的 秩 т 有 限 , 则 上面 定义 的 集合 Lr 到 集合 Lr 的 映 
Мело Lr bf f. r=1 时 这 是 显然 的 ， 因 为 壁 如 在 
厂 中 有 无 限 的 换 位 子 群 列 , 而 在 无 限 循 环 群 中 则 没有 , 但 也 可 对 其 
他 的 证明 这 一 点 . 


в _ _ МА вании O __ 
导出 自由 群 和 自由 和 群 的 全 特征 子 群 的 一 系列 其 他 性 质 可 以 在 
Levi[3], B. Neumann[4], Baer[32]48 Мальцев[9 49 СЕ 
到 ， 我 们 要 指出 ， 还 未 得 出 非 循 环 自由 群 的 所 有 全 特征 子 群 的 完 
全 刻 划 , 即 未 得 到 在 第 十 一 章 意 义 下 对 这 些 子 群 的 格 的 摘 途 . CS 
看 补充 $ 10). 
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现在 着 手 研究 的 一 类 群 , 是 自由 群 类 的 自然 推广 , 而 且 这 类 和 群 
是 足够 广 江 的， 目前， 这 类 群 的 研究 还 了 远 示 完成， 下面 叙述 的 结 
果 的 主要 部 分 包括 在 ypom[10j] 中 , xs T И, Фукс-Рабинович 
[2] ЖИ Мальцев[4]. | 

群 G 称 为 局 部 自由 群 ， 若 它 的 任何 一 个 由 有 限 个 元 素 生 成 的 
TEASE BS, HIT Nielsen-Schreier 定理 ， 所 有 的 自由 和 群 都 是 
局 部 自由 群 .。 有理 数 的 加 群 和 它 的 所 有 子 群 满足 局 部 自由 群 的 定 
X. 事实 上 ,在 这 些 群 中 所 有 有 限 子 集 生 成 无 限 循环 子 群 . 

局 部 自由 群 的 每 一 子 群 自身 也 是 局 部 自由 的 ， 特 别 是 局 部 自 
由 群 的 每 个 不 等 于 1 的 元 素 有 无 限 阶 ， 局 部 自由 群 的 升 链 的 并 也 
是 局 部 自由 的 ， 对 于 可 数 群 的 情况 ， 这 个 最 后 结果 的 逆 命 题 也 是 
成 立 的 . - 

每 个 可 数 局 部 自由 群 是 有 限 秩 自 由 群 的 升 链 并 。 

为 了 证 明 , 只 要 把 已 给 的 群 的 元 素 编号, 且 取 第 一 个 元 素 生 成 
的 子 群 , 前 二 个 元 素 生 成 的 子 群 等 等 , КЇТ Г. 我 们 指出 ， 对 于 不 
可 数 的 情况 ， 是 否 任何 一 个 不 可 数 局 部 自由 和 群 是 自由 和 群 的 某 一 升 
链 并 , 这 个 问题 目前 仍 没 有 解决 . | 

任意 多 个 局 部 自由 群 的 自由 积 自身 是 局 部 自由 的 . 

事实 上 , 假设 G= 下 H。， 在 群 G 中 假设 必 是 给 定 的 有限 子 


集合 , M 中 每 个 元 娄 记 为 关于 群 五 .中 元 素 的 有 限 字 . 在 每 一 子 群 


$ 37а. 局 部 自 由 群 49 


Et | 


РЕШИ ,一 一 一 


Н, — J fei te eh üt sc sep GR Ж. 它们 的 个 数 是 有 限 的 ， 
即 它们 在 Ha 中 生成 自由 子 群 HL. 群 G 的 由 所 有 的 子 群 HL Я: 成 
的 子 群 将 是 这 些 子 群 的 自由 积 ， 即 是 自由 群 ， 因 而 它 的 子 群 {M} 
也 将 是 自由 的 | 

应 该 看 到 局 部 自由 群 不 可 能 是 单 群 (参看 Фукс-Рабинович 
[2])、 虽 然 , 和 自由 群 不 同 , 局 部 自由 群 能 够 和 自己 的 换 位 子 群 相 
e. 

局 部 自由 群 G 称 为 有 限 秩 群 , 即 秩 为 的 群 , p E m ЖАКИ 
性 质 的 最 小 数 : 群 G 的 每 个 有 限 子 集合 包含 在 具有 个 自由 生成 
元 的 自由 子 群 中 (如 果 这 样 的 数 存在 的 话 ). 对 于 自由 群 , 这 个 定义 
同 在 $ 18 中 给 出 的 秩 的 定义 一 致 ， 从 另 一 -方面 看 , 如 果 秩 为 % 的 
局 部 自由 群 是 可 数 的 , 但 是 不 是 自由 的 , 那 未 它 是 秩 为 ” 的 自由 群 
升 链 的 并 5， 最 后 ， 秩 为 1 的 群 显然 是 阿 贝尔 群 ， 即 和 秩 为 1 的 
无 扭 阿 贝尔 群 相 同 ， 每 一 个 秩 大 于 1 的 局 部 自由 群 已 是 不 可 交 
换 的 ， EM 
有 限 秩 的 局 部 自由 群 是 否 为 可 数 的 , 这 个 问题 目前 没有 解决 . 
这 个 问题 同上 面 提出 的 关于 用 自由 群 的 升 链 的 并 能 否 得 到 所 有 局 
部 自由 群 的 间 题 有 直接 的 联系 ， 事 实 上 , 有 如 下 的 定理 . 

不 可 数 自 由 群 的 升 链 的 并 不 可 能 是 有 限 秩 的 群 。 

证 明 : 假定 不 可 数 的 局 部 自由 群 G 的 秩 为 x%， 且 同时 是 自 由 
群 的 升 链 

W CWC СИ, С, 

之 并 ， 在 群 G ЕВО М, МАШ TE RU 比 
в 少 的 生成 元 的 子 群 中 ， 另 一 方面 ， 将 G 中 任意 一 个 元 素 4a 并 入 
M 所 得 到 的 子 集合 , 应 该 包含 在 某 一 有 个 生成 元 的 自由 子 群 中 ， 


1) 然而 , 当 n1 时， 这 个 群 还 可 以 作为 具有 mn 个 生成 元 的 自由 群 的 升 链 的 并 而 
得 到 , EP m DEAL x 的 任意 正 整 数 . 
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并 且 这 个 子 群 将 同样 地 包含 在 从 某 一个 编号 万 开始 的 所 有 " W, 
中 . 由 群 G 的 不 可 数 性 , ПИ И a, eom 1, 2, … 所 组 成 集合 的 可 数 性 ， 
可 得 出 存在 这 样 的 和 G 中 的 这 样 的 不 可 数 子 集 P， 由 于 将 的 
任何 一 个 元 素 并 入 如 而 得 到 的 任何 集 . 已 经 在 群 И’, rh, 包含 在 有 
a 个 生成 元 的 自由 子 群 中 ， M 中 的 任意 元 素 通 过 子 群 栈 , 的 有 
限 个 自由 生成 元 表示 ， 所 以 М 包含 在 这 个 群 的 可 数 自由 因子 А 
中 .在 集合 P 中 ， 由 于 它 不 可 数 ， 能 够 找到 不 在 子 群 4 中 的 元 素 
b, 由 集合 履 和 元 素 5 组 成 的 集合 M 包含 在 有 % 个 生成 元 的 自由 
THÉ В из, 并 且 BCW,, 16834 中 , 证 明 自由 积 的 子 群 定理 时 运 
用 的 构造 法 能 说 明 АПВ 将 是 B 的 自由 因子 可是， 这 个 交 包 含 
集合 到， 所 以 具有 不 少 于 郊 个 自由 生成 元 ， 这 与 五 不 同 于 BN 4 
ШЖ. 

对 于 局 部 自由 群 的 秩 , 我 们 证 明 下 面 的 两 个 定理 . 

具有 有 限 秩 的 两 个 局 部 自由 群 的 自由 积 的 秩 是 有 限 的 且 等 于 
其 因子 的 秩 的 和 . | 

事实 上 , 设 群 G 是 群 4 和 B HARR. HARE r, BA s. 
群 G 中 任意 有 限 子 集 玛 的 元 素 可 由 群 4 和 五 的 有 限 个 元 素 写 H. 
因此 , 可 以 找到 这 样 的 自由 子 群 4C4, В'СВ, 它们 的 秩 分 别 为 7? 
M s, EA 和 她 的 自由 积 包含 М. TIEA *B' 是 秩 为 > 十 s 的 自 
由 群 , 因此 ,证 明了 群 G 的 秩 不 大 于 十 s， 从 另 一 方面 来 说 , 在 子 
群 4 中 取 有 限 子 集 M 它 不 含 于 秩 小 于 的 自由 子 群 中 ; 相应 地 
在 子 群 中 选 出 子 集 М, REG 中 包含 集合 A M: d HE f] — 
个 自由 子 群 C, 根据 $ 34, 可 以 分 解 成 自由 积 ， 其 因子 既 有 ОПА, 
又 有 CNMmB， 因 此 , 子 群 C 的 秩 不 小 于 7 十 s. | 

“如果 秩 为 % 的 局 部 自由 群 G 同 态 (但 不 同 构 ) 地 映 到 局 部 自由 

ак, л буд T n, | 

事实 上 , 在 群 人 中 取 任 意 的 有 限 子 集 用， 在 群 G 中 取 一 有 限 


$ 37а, МН НЕ | 51 


паида ШЫГ рерна. 


пре днн Re "Eo rmn ЧА 


d 8 MER A MIS Aoc КН ЕОС 
元 , JAAR б ag S roc, RAMET X ELTE A B. REG (6 
子 群 4 的 象 集合 也 是 具有 有 限 生成 元 的 子 群 ， 内 此 是 自由 群 ， 并 
且 子 群 4 的 秩 不 大 于 有 %, (НН Грушко 定理 推论 可 得 (参看 § 39), 
它 也 不 可 能 等 于 4， 因 为 4 同 态 地 映 到 .A ИЖЕ. УМА 
含有 已 知 集合 М, НН: ОМ п, 
从 这 个 定理 推出 ， 有 限 秩 的 局 部 自由 群 不 可 能 和 它 的 一 个 真 
商 群 同 构 . | 
局 部 自由 群 的 性 质 许多 地 方 都 与 无 扭 阿 贝尔 群 相似 ， 事实 
上 , 下 面 的 一 些 定理 表示 在 这 两 类 群 中 存在 着 紧密 的 联系 ?，。 = 
局 部 自由 群 G 关 于 它 的 换 位 子 群 卜 的 商 群 G/K 是 无 担 阿 贝尔 
Н de SEG 8 ELTE BUE T n, MAE G/ K 89 4X 7 X T п. 
«ЖЕ, GOBREG/K &OHORART 1 的 有 限 阶 元 素 ， 则 在 群 6 
中 , 可 找到 这 样 的 元 素 а, а&К 而 а"Є К, т>1, 即 


koc 
a" = Шога, 
i=l 


由 元 素 а 和 所 有 元 素 а, 与 5;, i 二 1, 2, … 组 成 的 集合 在 群 G 中 
生成 自由 子 群 , 它 的 换 位 子 群 包含 а" 但 不 包含 元 素 4. 但 这 与 自 
由 群 关于 它 的 换 位 子 群 的 商 群 是 阿 贝尔 群 相 了 矛盾 ， 定 理 的 另 一 半 
自 以 下 证 明 可 得 : ERGA G/K 的 自然 同 态 对 应 下 ， 群 G 的 任何 
一 个 具有 % 个 生成 元 的 子 群 都 对 应 着 商 群 G/ 天 中 生成 元 不 超过 
的 一 个 子 群 , EL RE G/K 中 任何 一 个 有 限 子 集 被 包含 在 这 样 一 个 
ТЕН, | | 

必须 指出 , 商 群 СИК 的 秩 可 能 小 于 群 G 的 秩 ， 例 如 ， 已 经 指 
H 在 某 些 情况 下 , 局 部 自由 群 的 换 位 子 群 和 这 个 群 本 身 相同 。 


ilg raih. EF 


1) 在 这 些 定理 中 谈 到 阿 贝尔 群 的 秩 时 , 我 们 指 的 是 针 19 给 出 的 定义 ， 


& — Xd Aq АЖ ЛӘ Ей ш ЖО ж ТЕНЬ 
{МЫЖ ЖЖ ААЛИ Та, Ж дй 1 АЖ + 
子 群 的 商 群 为 4 的 局 部 自由 群 中 间 ， 存 在 秩 为 及 的 群 。， 

证 明 : # AEEA E | 

ATAC ++ CLA, Ce (1) 
比 处 每 一 个 群 А, АЕК ЕСА ЕЕ ЕЯ. 

令 元 素 ara ЗН XE А, ЮЖ, ХОТ E 0 3. ЕҢ 
(1), f£—^4 ЛЖ а, 等 于 一 些 元 素 on BEM, + HERRE, 
ИП; 
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d, == Ш, Сьв), АС, k—1,2,-- (2) 

FH, € XX (2256 Hb ЛЕ Г (1) дир ШКА. А, "6 55 РЕ 
的 关系 式 一 起 组 成 了 和 群 4 的 定义 关系 式 组 ， 如果 G 是 一 个 生成 元 
为 符号 а, АС, k—1,2, ---, 而 定义 关系 式 为 (2) 的 和 群 , 那么 群 G 
关于 它 换 位 子 群 的 商 群 同 构 于 群 4， 我 们 将 证 明 ， 群 G 是 局 部 自 
由 的 ， 

REAREA k FRR 由 生成 元 б», pem, ., 的 辅助 自由 
BEW. ЛЕВО Л.Е 

| С.==0,.09в), | aC9, | 

亦 即 在 固定 的 和 下， 在 等 式 (2) 的 石 铀 用 相应 元 素 Ра 替换 元 ж 
а, +198 所 得 到 的 字 ， 不 是 由 它们 所 生成 的 子 群 的 上 自由 生成 元 ， 那 么 
ЖЖ ЖАТ UR Ж, 它 把 元 素 Ca ca,，…, ca, 联系 起 米 , ШИНУ НУРАТ 
{Cas Ca ,Co,} 是 自由 的 ， 并 且 (参看 39) Грушко 定理 的 推论 ， 
它 的 秩 小 于 s， 不 过 , 在 这 种 情况 下 , ЛЕВА РЕ (а, а, arant, 
а 中 可 以 找到 少 于 s 个 元 素 的 生成 元 系 ， 这 点 与 自由 阿 贝 尔 礁 
В РДЕ Вл ВУ а ЛАА Е: Я ЈЕ ВУ. 

ЖАИЗ]. BERG ЖЕҢ 由 群 的 序列 的 并 ， АК АНН i 


Rma: 


1) 我 们 假设 在 群 4 中 的 运算 是 乘法 . 
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的 , 并 且 它 关于 换 位 子 群 的 商 群 同 构 于 4; 此 外 ， 如 果 群 4 的 秩 等 
Fn, BARGER 1% 的 自由 群 组 成 的 递增 列 的 并 ， 即 它 的 秩 不 
大 于 nn 但 由 于 上 述 的 定理 ， 它 也 不 能 够 小 于 n XERE H T 
EH, 

我 们 确定 了 的 局 部 自由 群 同 无 扭 阿 贝尔 群 之 间 的 联系 ， 可 以 

它 来 证 明 不 可 分 解 为 自由 积 的 任意 有 限 秩 局 部 自由 群 的 存在 
M 对 此 , 只 需 把 群 4 取 作 不 可 分 解 为 直 积 的 秩 为 % 的 无 扭 阿 贝尔 
群 就 行 了 , 而 这 样 的 和 群 的 存在 性 在 3 32c 中 被 证 明了 . 秩 为 % 的 局 
部 自由 群 G, 对 它 说 来 群 4 是 它 关 于 换 位 子 群 的 商 群 , 将 不 能 分 解 
为 自由 积 。 事实 上 , 若 某 个 群 能 分 解 为 自由 积 , 则 由 此 可 得 ， 它 的 
关于 换 位 子 群 的 商 群 可 表 为 直 积 的 形式 ， 在 一 般 情 况 下 ， 这 个 直 
分 解 的 因子 之 一 可 能 等 于 ,不 过 在 我 们 所 讨论 的 情况 中 , НР 
4 和 G 的 秩 的 相等 , 这 点 是 不 可 能 的 . 

也 可 以 用 别 的 方法 (参看 Kypom(10)) 证 明 具 任意 无 限 势 的 
不 可 分 解 为 自由 积 的 局 部 自由 群 的 存在 性 、( 参 看 补充 9.6). 

所 有 势 为 i 的 群 的 集合 之 势 ， 正 如 在 $5 中 所 指出 过 和 的， 所 
有 不 同 构 的 有 限 群 的 集合 之 势 是 可 数 的 ， 自 然 地 产生 关于 有 具有 无 
限 势 mm 的 所 有 不 同 构 和 群集 会 之 势 的 问题 . 本 章 得 到 的 结果 能 够 
对 这 个 问题 给 出 下 面 的 回答 (Kypom[9]). 

具 无 限 势 In 的 所 有 不 同 构 的 群 的 集合 有 势 2*?， 即 势 为 11 的 
集合 的 所 有 子 集 之 势 . : 

首先 指出 , 任意 一 个 热 为 m 的 群 是 同一 势 的 自由 群 W"” 的 商 
群 ， 因 此 所 有 不 同 构 的 势 为 m 的 群 的 集合 之 势 不 大 于 Т" 的 所 有 
正规 子 群 集 之 势 ， 而 这 个 势 本 身 不 大 于 у" HJ PUR РАГЫ А 
合 之 势 , 即 不 大 于 2". | 

我 们 证 明 “ 势 不 小 于 2°” 之 前 , 先 证 下 面 引 理 . 

5| 理 :如果 给 定 一 个 由 群 4,，A4A;，…: 组 成 的 势 为 11 的 集合 


54 Жл ”自由 积 和 自由 群 
Dt, 其 中 每 个 群 有 不 超过 也 的 势 ， 那么 设 些 群 的 自由 积 的 势 是 iit. 

事实 上 ,在 这 个 自由 积 中 选择 这 样 一 些 字 , 它 的 长 为 ,而 第 一 
个 元 素 属 于 A 第 二 个 元 素 属于 ELM 第 于 个 元 素 属于 UE: 
有 这 种 字 的 集合 Mn у», ss У) РА Av. Ау, ***, А», E 
的 乘积 , МИЛ КР т" ет, BHH, HAE п, MAEA Ра, 
Уз, *** Ys BI AE E A, ЖНА У: Бу, АВ, v; DER, 
它们 所 组 成 的 集合 有 势 ти" п; 因此 , 对 所 有 的 п, 一 切 这 样 的 足 
标 系 集合 也 有 这 样 的 势 ， 于 是 诸 群 A, 的 自由 积 爹 体 分 解 为 mm 个 
HABET RM (ys ts ys 因而 有 不 小 于 mm 的 势 ， 但 又 不 大 于 
и’ 二 MH，3| 理 得 证 . 

我 们 回 到 定理 的 证 明 , 并 将 进一步 证 明正 面 断言 . 

不 可 分 解 为 自由 积 的 所 有 不 同 构 的 无 限 执 In 的 群 的 全 体 ， 其 
4» x 2". | 

根据 上 面 的 讨论 , 只 要 证 明 :， 我 们 所 要 求 的 势 不 小 于 2". 在 
证 明 中 ， 我 们 将 用 到 所 有 势 可 以 按 递增 的 顺序 默 以 良 序 ， 即 我 们 
能 够 关于 这 个 良 序 的 集合 进行 归纳 证 НН. 

首先 考虑 无 限 势 中 最 小 的 势 一 一 可 数 势 的 情况 ， 取 一 切 可 能 
的 互 不 相同 的 素数 之 无 限 系 组 成 的 集合 了 一 一 这 个 集合 有 连续 统 
的 势 ， 即 可 数 集 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 之 势 一 一 我 们 把 己 中 每 一 
个 序列 对 应 一 个 素数 阶 循环 群 的 直 积 ， 其 中 每 个 循环 群 的 阶 出 现 
在 这 个 序列 中 .我 们 得 到 可 数 群 的 连续 统 势 的 集合 ， 并 且 这 些 群 
是 阿 贝 尔 群 , 因此 不 可 分 解 为 自由 积 。 这 些 群 中 没有 互相 辣 构 的 ， 
因为 对 于 任意 两 个 这 样 的 群 , 必 有 某 一 个 群 含 有 菜 素 数 阶 的 元 , 而 
在 另 一 个 群 中 没有 . 

现在 假设 对 于 一 切 小 于 m 的 势 ， 断言 已 证 ， 由 此 得 出 ， 如 果 
我 们 取 所 有 不 可 分 解 为 自由 积 并 势 小 于 он B9 互 不 同 构 的 群集 合 ， 
那么 这 个 集 的 势 大 于 或 等 于 m， 事 实 上 ， 如 果 对 于 一 切 小 于 的 
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m, 势 为 2* 的 集合 之 并 有 势 m' ,nn'<an， 那 么 我 们 就 将 导出 矛盾 ， 
因为 在 这 个 并 集中 , 含有 势 为 2” 的 集合 ,而 2 nv, НА 
可 以 选 出 某 个 势 为 mm 的 集合 I, 而 它 的 元 素 是 势 小 于 m 的 不 可 分 
解 为 自由 积 的 群 , 并 且 这 些 群 之 间 互 不 同 构 . 

现在 我 们 在 П 中 到 一 切 可 能 的 势 为 下 的 子 集 ， 并 建立 每 一 
个 这 种 子 集 中 所 有 群 的 自由 积 ， 我 们 得 到 2^ 个 群 , 根据 引 理 ， 它 
们 中 的 每 一 个 群 有 势 m， 而 由 群 之 分 解 为 不 可 分 解 的 子 群 的 自由 
积 的 同 构 定理 (8$ 35) 可 以 得 出 ， 这 些 群 之 间 互 不 同 构 ， 我 们 还 可 
以 看 出 , 这 些 群 由 于 可 分 解 成 自由 积 , 所 以 没有 中 心 而 且 还 不 可 分 
解 为 直 积 《参见 $ 35)， 现 在 我 们 取 已 得 到 的 2" 个 群 中 的 每 一 个 
与 3 次 对 称 群 作 直 积 ， 新 的 和 群 不 可 分 解 为 自由 积 ， 并 且 也 没有 中 
心 , 因为 正如 我 们 将 在 $ 45 中 指出 的 那样 , 无 中 心 群 只 能 有 唯一 的 
不 可 分 解 因 子 的 直 积 分 解 ， 所 以 在 这 些 构造 出 的 群 之 间 更 没有 同 
构 的 ， 于 是 我 们 得 到 了 2" 个 势 为 m 的 不 可 分 解 为 自 由 积 的 互 不 
РУКУ. 

5% Куликов[4 484, Я АНА И. 有 无 限 势 m В Dd 
尔 群 的 集合 已 经 有 势 2"( 参 看 补充 2. 4), 
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38， 具 有 限 个 生成 元 的 群 的 一 般 性 质 


在 $6 所 引入 的 具有 限 生成 元 的 群 是 有 限 群 的 一 个 自然 推 
广 . 在 $20 中 ， 已 建立 了 有 具有 限 生 成 元 的 阿 贝 尔 群 的 完整 的 理 
论 . 但 在 一 般 情形 下 , 研究 具有 限 生 成 元 的 群 是 相当 困难 的 ， 此 研 
究 也 是 远 未 完成 的 有 限 群 的 理论 困难 得 多 .我们 将 指出 这 些 困难 
的 原因 ， 

象 在 § 5 中 所 指出 那样 ， 所 有 不 同 构 的 有 限 群 的 集合 是 可 数 
的 ,由 $ 20 的 结果 还 推出 互 不同 构 的 具有 限 生 成 元 的 阿 贝 尔 群 集 
合 的 可 数 性 ， 与 此 相反 ， 所 有 其 有 限 生 成 元 的 一 般 的 群 的 集合 有 
连续 统 势 , 这 个 势 不 可 能 更 大 , 因为 这 些 群 都 是 可 数 的 , 而 且 , 下 面 
的 定理 是 正确 的 ，(B. Neumann[97]). 

有 两 个 生成 元 的 所 有 不 同 构 群 的 集合 有 连续 统 势 ， 

在 $9(5| 理 1) 中 证 明 过 , 含 于 % 次 交错 群 中 的 所 有 3 循环 在 
n 之 3 时 是 这 个 群 的 生成 元 系 ， 现 在 ， 我 们 证明，% 为 奇数 时 , а= 
(12:2), 6= (123) 也 是 % 次 交代 群 的 生成 元 系 ，7n 王 3 时 是 显然 
的 , 因此 , Уу п2>5, 我 们 指出 置换 a 的 偶 性 可 由 数 % 的 桂 性 推出 , 

容易 验证 , 因为 在 355i n 时 有 

ba^! (12i)ab? = (1,2,$+1), 
则 含有 置换 (123) 的 子 群 ta, 站 含有 所 有 (122) 形 式 的 3 089i 
<r), НШ, 也 包含 它 的 道 元 3 循环 (122), ж $2752, 1223, 923, 
Ju 
(123) (122) (132) = (11), 
HI -T- BE (a, ЬУ ЕН 3 循环 (1, i, 7). 
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最 后 , 若 记号 d, j,k, 1 彼此 不 同 , 且 不 等 于 1， 则 
(11) CJK) AiL) = (E jk) 
FER (a, 5} 含有 所 有 % 次 3 循环 , 因此 , 它 与 交代 群 本 身 重合 . 
设 
(0) КР 


是 奇数 的 递增 序列 , 此 处 u 5, 1% Gv 是 有 限 个 次 数 在 (DU) 中 的 交 
ЕЛЕНУ А 


Gu = Au, X Au, X ••• X Au, X sa 


任何 一 个 群 4,, 是 记号 Ono 05, s Cou, 形成 的 偶 置 换 群 ,并 且 ， 
а= (On, Ong au up) P bn = (On, OnO n) ERREA В 
的 生成 元 . MR ERES ww 的 集合 ,下 一 1 2, 66, и, n=l, 2, 
ө; 则 群 Go 是 到 自身 上 的 所 有 一 一 映射 的 群 的 子 群 ， 另 一 方 
面 , 在 后 一 个 群 中 , 取 子 群 Go , 它 由 下 列 元 素 生 成 : 
a= (Tin O12, s 0 1,,,) (021, 022, ***, ©з, из) *** 
(On Ony", Onsun) 


b= (01,012, 013) (021, O22, 0533) °° On O nO n) 


我 们 来 证 明 ; Gu, G; 

事实 上 , 直接 验证 表明 ， 当 т<п В, 2038 a5, 07 P ba? E 
b т], du т=п у Л ае. МАЕ Ка 和 2 ЮЖН ТЕЖЗЕ 积 
中 , 含有 具 同 一 第 一 足 标 % 的 符号 o. 的 那些 循环 , 它们 之 间 的 TH 
ЗЕ, 和 在 群 Au, 中 是 完全 一 样 , 故我 们 得 到 , 元 素 a 079 bann 7? 与 
b 的 换 位 子 km c п>т 时 ,保持 所 有 符号 о, 不 动 ,但 却 变 动 符号 
бт, 以 及 可 能 还 变动 一 些 o, 其 第 一 足 标 较 径 为 小 ， 换 名 话说 ， 元 
ж kn РР AL, 与 子 群 Aao (5 二 m) 中 的 某 些 个 的 直 积 中 ， 这 
对 任 一 个 在 群 Go 中 与 加 共 思 的 元 都 是 正确 的 ， 因 为 用 Go 中 的 
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{ЕЩ —- КЕ В, Au, 中 的 元 > 仍 变 到 属于 AL, 中 的 元 . 
因此 ， 在 群 Go PEE kn 生成 的 正规 子 群 整个 含 于 直 积 ALL X Au, 
Xx Aun 中 .这 个 正规 子 群 在 直 因 子 ALL 中 的 分 量 是 ALL 中 不 
EF ERETI, 由 于 这 个 群 的 单纯 性 , 它 和 AL, 相等， 如 果 认 
ERE 4,,,…, ALL, 包含 在 Gu 中 是 已 被 证 明 的 ，( 在 mm==1 这 点 是 
显然 的 . ) 则 我 们 得 到 AL, AF Go, 由 此 可 得 ， 所 有 子 群 4。 包含 
TERE Go th, ВЕ Go 中 的 正规 子 群 . 

另 一 方面 , 假定 在 群 Go 中 取 任 意 有 限 的 正规 子 群 如, 中 任 
一 元 及 必 对 应 着 4,, 中 的 一 个 元 素 , 它 对 符号 04, Orp s Onu, 完 
成 的 置换 与 元 素 h 相同 .这些 互 中 元 素 的 “分 量 ”" 组 成 子 群 A 中 
的 一 个 正规 子 群 ， 由 于 子 群 4,, 的 单纯 性 这 个 正规 子 群 或 者 等 于 
А. ЖУТЕ. НЕЧЕН ВЕ, 故 从 某 个 数 1 开始 , 总 
是 上 述 两 种 可 能 性 的 第 二 种 出 现 , 换 句 话说 , 正规 子 群 Н, 保持 所 
Но, ОЕ, 因此 , 含 于 直 积 

АХА, хе X An, 
JEHT EH dE ALL 中 的 分 量 和 这 些 直 因子 本 身 重 合 . 

现 设 正规 子 群 豆 和 某 个 交错 群 А.Б). Ш, ТЕН 
由 于 单纯 性 ， 就 和 A, 中 它 自 己 的 分 量 同 构 ， 即 和 子 群 4。 本 身 
同 构 ， 由 之 有 天 =ww 由 上 所 证 , 我 们 得 到 , ЖЕ Go 有 同 构 于 交错 群 
A, 的 有 限 正规 子 群 当 且 仅 当 等 于 中 某 个 4 

形 如 口 的 不 同 序列 的 集合 有 连续 统 势 ， 若 U0 БО, 是 这 样 序 
列 中 的 两 个 ， 那 么 , 由 上 面 所 述 可 得 , Go, 和 Gv, 不 可 能 同 构 ， 因 
ifi, 我 们 得 到 , 具 两 个 生成 元 的 不 同 构 群 的 集合 有 连续 统 势 ， 定 理 
得 证 . 

由 这 个 定理 推出 , 不 存在 这 样 “ 泛 ?可 数 群 , 使 得 任何 一 个 可 数 
群 能 同 构 于 它 的 某 个 子 群 ， 因 为 , 显然 , 任何 一 个 可 数 群 仅 含 可 数 
多 个 有 两 个 生成 元 的 子 群 ， 关 于 是 否 存在 这 样 的 连续 统 势 的 Ж, 
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使 得 有 同样 执 的 任意 群 都 能 同 构 于 它 的 某 个 子 群 的 问题 , $^ 
仍 未 解决 
还 可 指出 , 具有 限 生 成 元 的 群 难以 洞察 的 另 一 些 理 由 , 它们 和 
上 面 所 证 定理 没有 直接 联系 .， 先 讲 下 面 的 一 些 引 理 ， 这 些 引 理 本 
身 也 有 独立 的 意义 (参看 Higman, В. Neumann, Н. Neumann 
[1}). | 
О 1. iR A SEG vb ih dX 618] 49 09 8 FEE A d В, Ф Фф 
AAASBeUgIAxE, Аа Тил ХЕ Н, ФАН Ф 
可 找到 元 素 h, 用 它 去 将 子 群 4 变形 可 得 同 构 对 应 p: 
h-iah= аф 5 —Ъ})аЄА. 
事实 上 , В НЯ К-С»* (и), L-G«(v)xkH (lu) {о} 是 无 
限 循 环 群 , 从 $ 34 的 结果 推出 , IHRE K hy TREU = (u^ Au 有 自 
由 分 解 式 


U —G*u^!Au 
而 对 群 工 的 子 群 VV= (6, оВо ^) А B B 22 XX 

V —GsvoBv '!. 

我 们 得 到 从 和 群 乙 到 群 了 的 同 构 对 应 v, 如 果 令 
g$—9g — *L-)9€6G, 
| (u^'au) ф —v(agp)v^! 对 一 切 ac A. | | 
E Je TAREA НРАВ КСВ А, НОЖИ 
在 同 构 对 应 乡下 粘 合 在 一 起 . (参看 $35) ЖЕН {ш GEAT. 
从 男 一 方面 说 来 , AAEH pA 
 w'au—v(ag)v"! 对 一 切 a€A, 

ША, (uv) -'a(uv) —ag, 
0 uo 是 所 求 的 元 素 h. 


1) 在 摆 写 第 三 版 时 此 问题 已 得 到 解决 (参看 补充 1.2), 
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512. 今 在 群 G 中 给 了 子 群 4。(a 跑 遍 某 个 指标 集 М), + 

对 每 一 个 ww 给 了 子 群 4。 到 茶 个 子 群 吾 。 的 同 构 映 射 , 那 么 群 G 可 

КАЖ ХЕ Н, я-а TAHERE- NAE ho ME 

去 将 子 群 4。 变形 而 产生 映射 фа, 此 时 可 以 认为 : A È ha, АСМ 
在 群 百 中 生成 自由 子 群 , 且 是 它 的 自由 生成 元 ， 

我 们 用 下 面 的 方法 确定 群 Н; Н 的 生成 元 是 群 G 的 生成 元 

以 及 符号 йа. CEM, 的 定义 关系 式 是 群 G 的 定义 关系 式 和 所 有 

_ №. @.Й.=@.Ф, HEP а.СА., OCM (1) 


(元 素 а. 和 а р. 当然 可 假定 是 通过 群 G 的 生成 元 来 表示 的 . ) 元 
E ha 实际 上 是 在 五 中 由 它们 生成 的 子 群 的 自由 生成 元， 这 是 因 
为 , 假设 群 @G 的 所 有 生成 元 等 于 单位 元 ， 这 就 使 关系 (1) 变 成 恒 等 
式 ， 因 此 ， 从 它们 以 及 从 群 G 的 关系 式 不 能 得 出 非 平凡 的 仅 含 元 
№. 的 关系 式 . 

另 一 方面 ， 如 果 群 G 的 生成 元 在 群 玖 中 被 某 个 关系 式 联系 起 
来 , 而 这 个 关系 式 不 是 从 群 G 的 定义 关系 式 中 得 出 来 的 ， 那 么 , 这 
个 关系 式 可 在 添 某 有 限 个 元 素 ha 以 后 获得 .如 果 这 些 元 素 加 是 
根据 引 理 1 逐个 添 入 到 群 G 中 , 则 此 关系 式 就 更 应 该 是 被 满足 的 ， 
但 这 是 不 成 立 的 ， 这 样 一 来 ， 由 于 群 五 包含 群 G 为 其 子 群 ， 因 此 
满足 引 理 2 的 所 有 要 求 ， 为 了 以 后 我 们 再 次 指出 ， 群 耳 的 生成 元 
h 只 在 关系 式 (1) 中 出 现 . | 

对 所 有 & 取 А„= G, 而 取 9。 为 群 G 的 所 有 自 同 构 ， 对 此 情况 
我 们 应 用 引 理 2, 得 到 群 Н, 它 与 群 G 的 全 形 起 同样 的 作用 . 

下 面 的 定理 是 我 们 的 目的 ， 这 定理 在 本 书 第 一 版 中 以 问题 的 
形式 提出 过 , 并 在 Higman С, Neumann В.Н. , Neumann Н[1] 
中 被 证 明了 . 
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НЕОН Ж.А #1 ELLAS ЖР ?. 
证 明 : 在 群 4 中 取 一 生成 元 系 : 91,9 … 有 限 或 者 可 数 ， 其 

iX A: 


К —G*(u). (2) 
此 处 (w} 是 无 限 循 环 群 .作为 群 玉 的 生成 元 系 可 取 元 素 公 及 
и; — 4i, ? 一 1， 2, LL | (3) 


НЖЖ 9: = u, i=1, 2,…， 所 有 元 素 v; 的 阶 是 无 限 的 , Н E 
们 生成 的 循环 子 群 是 同 构 的 ， 因 此 由 引 理 2, KARA 这 样 
B) RE L rh, 使 得 在 群 工 中 可 以 找到 各 ,i 二 1,2,…, 满足 条 件 

h,'uh;—u;,  i=1,2, =; (4) 
此 外 , ЖЖ №; 是 由 它们 所 生成 的 子 群 豆 的 自由 生成 元 ， 这 些 A, Я 
在 群 工 的 定义 关系 式 (4) 中 出 现 , 并 间 群 一 起 生成 整个 群 L， 由 
(4) 可 以 认为 元 素 % 和 h(i 二 1,2,…) 是 群 工 的 生成 元 系 . 

”现在 , 令 环 是 两 个 生成 元 2 y 的 自由 群 , 如 我 们 在 $ 36 中 知道 
的 ， 在 群 镀 的 换 位 子 群 中 可 找到 子 群 S, 5 有 自由 生成 元 su $, … 
《有限 或 可 数 ), 其 个 数 与 我 们 的 元 素 h(i=1,2,…) 同 样 多 . 因此 ， 
借助 于 等 式 | | 
h;-8;,  i1—1,2, | | (5) 
kt er ЖЕ С ROW rS EJ РАЕН ЯП 5, ЯНЬ НИ ДАЯ TH Ж 
T REBS B HER 9, 由 (5), 7038 u, 0, у ERR Ө. 

我 们 来 证 明 ， 元 素 % 入 在 群 8 中 不 被 任何 关系 式 联系 ， 事 
KE, 由 了 (2) 存在 群 K 到 无 限 循 环 群 :如 的 一 个 同 态 映射 , 它 把 4 
ЛЕ yy, u, 而 把 G 中 所 有 元 素 变 成 单位 元 , 因此 按 (3), 它 把 所 有 元 Ж 
Wi( 久 二 1, 2,…) 变 为 如 .这 个 同 态 可 以 扩大 为 群 工 到 群 { 丰 的 一 个 同 
态 映 射 , ZEXA- BR S РЖ Л, (11, 2, …) 变 成 单位 元 ， 这 是 因为 


1) 对 有 限 群 , 这 个 定理 在 55 中 实际 上 已 被 证 明 , 因为 由 $6 中 例 2 ж: 任意 有 限 
对 称 群 具有 两 个 生成 元 . 
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它们 仅 在 关系 式 (4) 中 出 现 , 而 这 些 关 系 式 在 这 个 映射 下 没有 被 破 
坏 . 从 另 一 方面 看 ， 存 在 自由 群 丈 到 无 限 循 环 群 他 ) 的 一 个 同 态 映 
Hj, "Ede x 变 到 而 把 9 变 成 单位 元 ; 换 位 子 群 的 全 体 元 素 , 特别 
所 有 元 素 s, 1—1,2, …, 在 这 个 映射 下 也 变 成 单位 元 , 现在 可 以 确 
ЖОАН (9) + (2) 的 一 个 同 态 上 映射, 如 上 面 所 指出 的 那样 ， 
把 L aKa ЕЛИ SUE) E. ERE, EHAA RTH M S 
E, 这些 映射 是 一 致 的 , PRADA I TERR. ВФ 
使 元 素 u.c 对 应 到 自由 群 的 自由 生成 元 如 因此 入 和 zx 实际 上 
EE 中 不 能 被 任何 关系 式 联系 . 

这 么 一 来 , 我 们 在 群 久 中 有 两 个 秩 为 2 的 自由 子 群 ， 即 {z, y) 
Жи, ту, 按 引 理 1, HIERE QO EX ARE. R, ШВ ЛЕОН СЕ 2 
所 生成 的 , 其 中 z 满足 x чаи, а пуда, М 212 =y, НИ. 
FHR U z, y, z 生成 的 群 吾 实际 上 是 具 两 个 生成 元 的 ， 由 此 
АСЕ и, т, у, ?生成 的 笑 忆 实际 上 是 具 两 个 生成 元 "жа 的 
AE, 定理 被 证 明 ( 见 补充 15.1). 

关于 具有 限 上 生成 元 的 群 已 经 知道 一 系列 本 质 上 是 否定 的 结 
Ж. 例如 存在 具有 限 个 生成 元 的 群 与 自己 的 真 商 群 同 构 ，(B 
Мешпапп[ 9], Higman! 2 ]) R i £5 Е ARIER Z A Hopf 问题 ( 见 补 
充 15. 1) 以 否定 的 解答 . 我 们 注意 到 , 对 有 限 秩 的 自由 群 , 则 有 相反 
的 论断 , 这 将 在 下 一 节 中 证 明 ， 还 知道 ,具有 限 个 生成 元 的 无 限 单 
群 存在 、 (Higman[3]) 一 一 这 就 对 本 书 第 一 版 中 提出 的 一 个 同 是 
给 了 回答 . | 
”至今 下 面 很 重要 的 Burnside 问题 还 远 没 解决 任意 具有 限 个 
生成 元 的 周期 群 是 有 限 的 吗 D? 这 个 问题 即使 在 群 的 元 率 的 阶 全 
体 有 界 的 条 件 下 也 没有 解决 . 显然, 当 群 的 所 有 不 等 于 1 的 元 素 的 


1) 在 准备 本 书 第 三 版 时 , 此 问题 已 解决 ( 见 补充 $ 16), 
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阶 竺 于 2 的 情况 下 , 可 以 获得 正面 的 解答 . 因为 这 样 的 群 一 定 是 阿 
贝尔 的 。Burnside[2j] 对 当 元 素 的 阶 等 于 3 的 情形 , 以 及 对 两 个 生 
成 元 的 群 而 它 的 所 有 元 素 的 阶 等 于 4 或 4 的 因子 的 情形 也 找到 正 
面 的 解答 ,这 两 种 情形 中 的 第 一 种 在 Levi fa Van-der- Waerden 
1] +2489 Г. 06—22, B. Neumann[3] 解 决 了 元 素 的 阶 不 高 
于 3 КЛЕН, 最 后 CagoB[1] 对 任意 有 限 个 生成 元 的 群 而 它 的 
所 有 元 素 的 阶 不 高 于 4 的 情形 也 解决 了 ， 不 过 ， 对 两 个 生成 元 的 
BF. 其 一 切 不 等 子 工 的 元 素 的 阶 等 于 5 时 , 问题 仍 待 解决 ， 我们 看 
到 ， 所 有 这 些 群 是 有 两 个 生成 元 的 导出 自由 群 B; 的 商 群 , B; 是 由 
附加 恒 等 关 系 式 —1 而 得 到 的 (参看 $ 37)、 人们 企图 估计 和 群 Bs 
Н) НЕН ЛЕН ИТ EA, 但 到 目前 还 没有 得 到 结果 ( 见 补 充 § 16), 
CaHoBs[L3j] 指 出 ,为 了 正确 解决 元 素 的 阶 全 体 有 和 界 的 情况 下 的 Burn- 
side Hj, 只 要 对 有 两 个 生成 元 的 群 解决 就 行 了 ， 

我 们 在 本 节 最 后 证 明 下 面 定理 (M. Hall[ 41): 

具有 限 个 生成 元 的 群 仅 有 有 限 个 具 给 定 的 有 限 指 数 了 的 对 
O PRE HEEG 而 其 生成 元 是 01,0, ++, а, U 是 G 中 指数 
为 7 的 子 群 , 以 

К,=0, Kọ =, К; | (6) 
表示 群 G 对 子 群 忌 的 所 有 右 陪 集 ， 如 果 9 是 G 中 任意 元 素 ， 则 从 
组 (6) 转 为 组 Kg, К»9, +, Kig 的 变换 是 组 (6) 的 一 个 置换 ， 我 们 
以 P(g) 表示 它 ， 这 么 一 来 ， 我 们 得 到 群 G 到 J)- 阶 对 称 群 985 的 
映射 | 
| p: gp-P(g) g€G | (7) 
由 等 式 : 
P(g192) = PCgi) -PCSo) 

知 此 上 映射 是 同 术 的 , 同 态 9 完全 由 元 素 4, а, ++, а, BS ТЕЛДЕ, 
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因此 仅 存 在 群 G 到 群 5; 内 的 有 限 个 不 同 的 同 态 ， 即 不 超过 (J1)" 
^. 但 是 (7) 中 引入 的 同 态 2 唯一 地 确定 子 群 7， 这 是 因为 元 素 9 
包含 在 品 中 当 且 仅 当 P(g) 保持 陪 集 К, ЛЯ. МИ, Ап ТЕЖ 
元 的 群 人 包含 不 多 于 (31)" 个 指数 J 的 子 群 ， 
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现在 我 们 转 到 研究 具有 限 个 生成 元 的 群 的 自由 分 解 ， 这 种 分 
解 由 于 同 组 合 拓扑 学 某 些 问题 的 联系 而 有 特殊 的 意义 。 在 这 里 能 
提出 的 所 有 问题 实质 上 由 本 节 和 下 节 中 证 明 的 Tpyzxo 定理 [2] 
( 见 补充 7. 2) 概 括 无 遗 . 
БЕЯ НЕХ. 
9» 92, ***, дн (1) 
х SL fce 1E BL ЛУНА ЛУ 9-Р 7с, ИЖС 
h 有 一 种 用 生成 元 系 (1) 表示 的 记 法 ， 而 在 这 种 记 法 下 不 出 现 Jj, 
ЯБА Я св ^g; 或 元 素 g;h 代替 go 我 们 显然 又 得 到 了 一 个 辞 G 的 
生成 元 系 ， 田 一 方面 , 9) REO 9: 同样 得 到 一 -个 生成 
元 系 ， 由 (1) 经 有 限 次 上 述 形式 的 替换 而 得 到 的 群 @ 的 任何 一 个 
生成 元 系 , 称 为 可 容许 的 (关于 生成 系 (1)). 


今 设 群 G 分 解 为 自由 积 
G= At A*t A; (2) 
在 下 面 , 群 G 中 的 元 素 的 最 篇 表达 式 , 它 的 长 度 , Е, Нл, Ж 
半 笑 等 都 是 对 于 自由 分 解 (2) 而 言 的 . 


一 个 容许 的 生成 元 系 称 为 极 小 的 ， 如 果 这 个 系 的 元 素 长 度 之 
和 , 即 这 个 系 的 长 , 不 大 于 群 G 的 任何 别 的 (关于 生成 元 系 (1) 的 ) 
容许 生成 元 系 之 长 . 
Грушко 定理 ， 任何 一 个 极 小 容许 生成 元 系 的 每 一 个 元 素 都 
在 分 解 式 (2) 的 一 个 自由 因子 里 . 
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在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 指出 由 它 引 出 的 推论 . 
具有 限 个 生成 元 的 群 的 生成 元 的 最 小 个 数 等 于 这 个 群 的 任何 
一 个 自由 分 解 式 中 所 有 因子 的 相应 个 数 之 和 ， 

事实 上 , 如 果 (1) 是 群 G 的 具有 最 小 元 素 个 数 的 生成 元 系 , (2) 

ВАЛИ ТЯНЕТ EUR ANT, ш 

Jis 92, ***, 9, (3) 
是 关于 生成 元 系 (1) 的 极 小 容许 生成 元 系 ， 那 么 根据 Tpymgo 定 
理 ，(3) 中 属于 自由 因子 4,071, 2, … 有 的 那些 元 素 组 成 4; 的 
一 个 生成 元 系 ， 显然 ， 因子 А; 不 能 有 元 素 更 少 的 生成 元 系 ". 
O WEAH, £ жола ЖАЫ ат ЛИЖАХ Tn 
DAFAR BEORA-ARARARAGARENTOM ARA 
不 可 分 解 群 的 自由 积 . 

由 Грушко 定理 还 可 引出 另外 性 质 的 推论 . fEREG th, 任意 
选择 由 % 个 生成 元 组 成 的 生成 元 系 ， 显 然 它 对 应 着 一 个 具有 % 个 
自由 生成 元 的 自由 群 到 这 个 群 G 上 的 同 态 上 映射， 在 自由 群 的 情况 
下 ， 上 面 赋 究 过 的 生成 元 系 的 变换 给 出 了 由 一 个 自由 生成 元 系 到 
另 一 个 自由 生成 元 系 的 过 渡 ， 因 此 ， 由 Грушко 定理 引出 一 个 实 
质 上 与 它 等 价 的 定理 . | 
| 如 果 具 有 限 个 生成 元 的 自由 群 台 同 坊 映 射 到 群 G 上 ， 而 群 G 

分 解 为 子 群 A1, А, A, ая, ЖКА Ф ту ара ж 
ийтке айаешат. 每 个 生成 元 映 到 某 一 个 自由 因 
子 A, в. 

由 此 得 出 ,nn 秩 自由 群 不 能 有 元 素 个 数 少 于 % 的 生成 元 系 ， 其 
实 ， 当 我 们 把 它 映 到 关于 换 位 子 群 的 商 群 上 时 ， 使 可 直接 得 到 这 
个 结果 . 


1) 这 个 推论 的 证 明 也 在 B，Neumann[8] 给 出 ， 
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п 秩 自 由 群 的 任何 一 个 由 名 个 元 素 组 成 的 生成 元 系 是 一 个 自 
由 生成 元 系 . 

事实 上 , 如 果 av а, +++, а, ЖАНЕ АВНЕ ЖЭС, 而 bi 
b, =, 5, 是 这 个 群 的 一 个 由 和 个 元 组 成 的 生成 元 系 ， 那 么 根据 
Грушко 定理 , 存在 一 个 生成 元 系 bi bh 6, ЕО, bo …， 
b, 是 容许 的 ,并 且 任 何 一 个 5; ЕТ а) хи. МАЛ 
子 群 (oj} 中 应 落 入 至 少 -- 个 外， 所 以 由 两 个 生成 元 系 的 元 素 个 数 
相等 , 可 以 认为 bE{a;}， 现 在 容易 看 到 5' =at, Bl bi, b +, 
b, 是 群 S 的 自由 生成 元 系 、 因 而 生成 系 bi 55, 0, ER S 的 自 
由 生成 元 系 ， 因 而 生成 系 bi ba e, 6, 也 是 自由 的 ， 

换言之 , 这 个 结果 断定 , 有 限 秩 自 由 群 的 任何 到 自身 上 的 同 态 
都 是 同 构 , 即 有 限 秩 自由 群 不 能 同 自 己 的 真 商 群 同 构 , 这 个 定理 是 
Magnus[6] 用 另 一 种 方法 证 明 的 ， 其 实 它 可 以 由 较 早 的 Nielsen 
[3] 的 结果 得 出 . 

现在 着 手 证 明 Грушко 定理 . iE 

Jis 92, ***, In (4) 

是 具有 自由 分 解 (2) 的 (关于 生成 系 (1) 的 ) 极 小 容许 生成 系 ， 这 个 
mde 1(1:>1) 9, 叫 作 独 特 的 ， 如 果 在 (4) 中 可 以 找到 
XX HE BS7G3S 9; MI: 9i 7s» 9; 以 及 都 等 于 土 1 的 它们 的 指数 e 
和 ai a, …, o, 使 得 以 下 的 条 件 成 立 ( 在 这 里 和 下 面 1(9) 是 元 素 9 
关于 自由 分 解 (2) 的 长 ): 

1) j 关 i 

2) 1(9;) =1. 

3) 1(9;,)<1, +, 109; o e EL. 

4) Ug. IH ot: o xt. 


5 (Trete: )- t 


+ 
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今 设 9 是 G 中 长 为 了 的 元 素 , 它 的 左 半 , 中 心 元 , 右 半 (关于 分 
解 (2)) 简 记 作 P, 9 ЖЕ, 9=РОВ; 在 1 是 偶数 时 ,和 =1 7) 元素 9 
叫做 可 约 的 (关于 生成 系 (4))， 如 果 在 (4) 中 可 以 找到 这 样 的 元 素 
disi» "Ii, 以 及 它们 的 指数 а, 0, +, а,, TE 169; )<1, 
2 一 1, 2,…， $, ЗЕН, 
g: llo? =РОР`\, 


即 当 1 是 偶数 时 , 9. ID ot —1. Img 为 不 可 约 的 . 


暂 先 假设 以 下 论断 已 经 证 明 : 
(В) 如 果 (4) 是 群 G 的 根 小 容许 生成 元 系 ， 而 这 个 系 中 有 长 
度 大 于 1 的 元 ,那么 在 (4) 中 有 不 可 约 的 独特 元 ， | 
ix 9; 是 极 小 容许 系 (4) 中 不 可 约 独特 元 中 长 度 最 小 的 一 个 . 
并 设 9, - POR. MPATIE 9,58 95, 90, 75 9; 以 及 它们 的 指 
数 是 独特 元 素 的 定义 所 要 求 者 , 那么 根据 4) 和 5) 有 : 
9= Iv: 65-8707. 


这 里 4 包含 在 @ 所 在 的 那个 自由 因子 中 .， 如 果 元 素 8 不 可 约 , 我 
IRA IRE 9 ,来 改变 (4)， 其 中 9; 用 下 面 式 子 确定 : 
9; =9:9 =Р(00')7; (5) 
如 果 8 可 约 , 并 且 和 可 约 元 定义 相对 应 的 若 有 
д: [[9-=R QR, ig)<L — 4-52, s t. 
35 2А 


1) 我 们 在 今后 使 用 这 种 简写 法 时 , 将 不 特别 声明 ， 
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9;=9:9 lE v9; -PQQ-»P-. | (6) 


在 两 种 情况 下 ，9; 都 可 由 9; 和 (4) 中 其 余 的 元 素 表 出 ， 即 我 们 得 
到 和 群 G 的 一 个 新 的 生成 元 系 ， 易 见 , 它 依 然 是 极 小 的 和 容许 的 . 
我 们 要 证 明 , 如 果 用 这 种 方法 换 挤 (4) 中 所 有 元 素 ， 这 些 元 素 
按照 独特 元 的 定义 对 于 我 们 考察 的 元 素 9; 187058 9; 的 作用 , WA 
元 素 9; 将 不 再 是 独特 的 了 .事实 上 , 如 果 带 有 指数 О 的 新 元 素 9, 


和 乘积 T e; ,满足 独特 元 定义 的 要 求 , 那么 有 : 
ТП ж =В-!0”0, с (7) 


这 里 8” 和 8 在 一 个 自由 因子 中 ， 但 是 因为 元 迪 gy 的 左 半 等 于 P， 
如 果 元 素 了 不 可 约 , Н. д=-+1, RAR g 可 约 和 “一 +1, ,在 这 种 条 
ve В, BERAT: | 


就 将 会 得 到 А. Ie: PU, 而 这 同 元 素 gi ORTA ERFA, 
因此 ， 余 下 的 可 能 情况 就 只 是 9 ЖАН д=—1, 但 是 在 这 种 情 
况 下 ， & G) RICORHE Ц итв, ЫП; 

| в=т( Пир”. | 


这 表明 元 素 了 是 可 约 的 , 与 假设 矛盾， 
————— 

ROS USE ERU S, ERE, ЖАК Т йо ариу 

素 , 在 用 DRE 9; 后 仍 是 可 约 的 .因为 出 现在 可 约 元 定义 中 的 


1) 考 虚 独特 元 定义 中 的 条 件 6)! 
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TR I, 其 长 度 都 小 于 L 其 次 , 设 在 用 9; 代替 9; 后 ， 把 某 个 元 素 
9» 漠 成 是 独特 的 , 其 中 mud, mj, 109) =1. ЖЖ, ТГ) 


选择 9; 的 指数 * 和 积 9, 使 得 对 于 元 素 gw 和 这 些 元 素 , 所 有 
包含 在 独特 元 来 定义 中 的 要 求 都 被 满足 ， 但 容易 看 出 在 这 种 情 
况 下 ; 元 素 Jn 在 变化 系 (4) 以 前 就 已 是 独特 的 了 ， 这 是 因为 , 如 果 
es 一 十 1 而 了 不 可 约 或 者 e 一 十 1 及 了 可 约 (在 这 些 情况 下 元 素 
97 的 左 半 与 元 素 9; 的 左 半 重合 ), 元 素 9; 对 于 gm 起 着 元 素 9; 的 


TERI, m e 二 一 1 而 3 不 可 约 时 ， 原 来 的 9; 便 起 着 它 原 有 的 这 
个 作用 . 


最 后 设 元 素 9; 本 身 是 独特 的 . 如 果 元 素 7= П т-у) 是 不 可 
约 的 , 即 元 素 9) 由 等 式 (5) 来 确定 , 那么 当 。 一 一 1 时 , М: 
Ug = Hg Egg = 
得 出 , 元 素 9; 本 身 是 独特 的 ; 只 是 独特 元 定义 中 条 件 5) 需 要 一 些 
验证 ， 但 是 它 非常 简单 , 故 留 给 读者 ， 如 果 。= +1, 那么 根据 9 
是 独特 的 ， 元 素 9; 也 是 独特 的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 这 两 种 元 素 


有 相同 的 右 半 ， 而 它们 的 中 心 元 是 包含 在 同一 个 自由 因 于 当中 ， 
在 9 可 约 的 情况 下 , 即 外 按 公式 (6) 确 定 的 情况 下 , 我 们 有 每 式 : 


 d(gp-l(gi- Це gj Пя: TET 
从 它 不 难得 出 不 等 式 ; 
Wc П: =! 


10905 IE 95-9; 0x 
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这 两 个 不 等 式 表明 , 元 素 9; 木 身 是 独特 的 , 因为 当 。= 一 1 时， 第 
一 个 不 等 式 说 明了 这 一 点 , 当 e= +1 时， 第 二 个 不 等 式 说 明了 这 
一 点 . 在 这 两 种 情况 下 , 独特 元 素 的 定义 中 的 条 件 5), 6) 显 然 都 被 
满足 . 

这 样 ,上 面 研究 的 这 种 对 系 (4) 的 改造 减 少 了 长 度 为 1 的 不 可 
约 独特 元 素 在 这 个 系 中 的 个 数 . 因此 经 过 有 限 步 以 后 , 我 们 就 得 到 
了 一 个 系 , 其 中 完全 不 含有 长 度 为 ! 的 不 可 约 的 独特 元 . 数 ! 是 在 
系 (4) 中 不 可 约 的 独特 元 素 的 极 小 长 度 ， 因 此 我 们 提高 了 这 个 极 
小 长 度 ?， 而 因为 我 们 在 改造 时 没有 改变 给 定 生 成 元 素 的 长 度 ， 
也 没有 增加 这 些 元 素 的 个 数 , 那么 经 过 有 限 步 提高 后 , 我 们 便 得 到 
生成 群 G 的 新 的 极 小 生成 容许 系 ， 它 的 某 些 元 素 仍然 有 大 于 1 的 
长 度 , 但 是 , 在 这 个 系 中 已 经 没有 不 可 约 独特 元 素 了 ， 而 这 是 同 结 
论 (B) 相 矛盾 的 ， 如 果 我 们 能 肯定 结论 (B) 是 正确 的 ， 则 Грушко 
定理 便 由 此 得 证 ， 在 下 一 节 中 我 们 将 给 出 命题 (B) 的 证 明 . 


840. Грушко E CER) 


现在 我 们 着 手 证 明 命题 (B). 

据 假定 上 节 元 素 系 (4) 是 G 的 极 小 容许 生成 元 系 ， 并 且 (4) 中 
某 些 元 素 长 度 大 于 1. 因为 (4) 极 小 ， 则 其 中 任 一 异 于 1 的 元 素 都 
不 可 能 由 这 一 系 中 其 他 元 素 表 出 ， 因 为 车 1(9;) 宇 1， 且 9: = 


119, 3, 4 иво 代 以 =g Пу», :这 便 导出 一 个 新 的 容 


许 生成 元 系 , 且 其 长 度 小 于 (4) 的 长 度 , 因为 9: =1. = 
Н 由 因子 А,, А», "t. Ав "RBS FE Ps 它 的 每 个 元 素 可 以 由 
(4) 中 的 生成 元 表 出 , 且 在 某 一 子 群 An 中 可 求 得 一 个 元 素 а, 使 得 


D 在 长 度 小 于 1 的 元 素 中 , 根据 独特 元 的 定义 , 很 明显 ， 新 的 不 可 约 的 独特 元 素 
不 能 出 现 ， 
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4 的 任意 一 个 用 这 些 生 成 元 表达 的 式 子 中 都 包含 一 些 长 度 大 于 1 
的 元 素 。 否则 (4) 中 长 度 为 1 的 元 素 足 以 表 出 G 中 的 一 切 元 素 , 当 
然 也 包括 (4) 中 长 度 大 于 1 的 元 素 , 在 上 面 我 们 已 经 证 明 这 是 不 可 
能 的 ， 在 4 的 以 (4) 的 生成 元 表 出 的 各 种 表达 式 中 , 我 们 选择 这 样 
一 些 表 达 式 ， 使 得 在 其 中 所 出 现 的 (4) 中 元 素 的 极 大 长 度 古 最 小 
的 ， 在 这 样 选 出 的 表达 式 中 我 们 再 选 出 那些 使 得 其 此 极 大 长 度 的 
那些 元 素 出 现 次 数 最 少 的 表达 式 ， 然 后 再 由 这 些 中 选择 那些 长 度 
较 最 大 长 度 少 1 的 元 素 出 现 次 数 最 少 的 表达 式 等 等 ， 直 到 长 度 为 
1 的 元 素 . 

令 | 

a—g51:g52:g: e&:= +1, 4 二 1], 2, =, @ (8) 
为 一 个 这 样 的 表达 式 ， 我 们 有 @ 之 2， 因 为 式 中 应 包含 长 度 大 于 1 
的 元 素 ， 我 们 用 以 下 符号 表示 (8) 的 右 端 滋 积 中 的 一 部 分 
[u,»]—9;-9g;*:190g;5; ISUSKO 

Пи, и, 轨 关 于 自由 分 解 (2) 的 长 度 . 

以 下 证 明 几 个 关于 (8) 趣 右 端 的 引 理 . 

1 存在 这 样 的 4 ЯП >, 15a vxo, 使 得 

1) 9; )=Ии, u 1] - = 1и, »—1] lu, v], 

2) Igi Dg) . nu«Azw, 

3) Lgj) 22. 

事实 上 , 存在 一 上, НЕ l, n—1] «LU, и], АН А220, 
21,4] >11, A-1]?. АЙЕ uo. B3 11, о] = 1 (а) 71, 故 当 
/一 0 ERA 111, ®—1]=0, WHDI, o—1]—1. 然而 ， 由 此 将 得 
а= g*;*, 但 根据 (а) =1 及 关于 4a 所 做 的 假设 , 这 和 古 不 可 能 的 ， 

下 面 来 找 这 样 的 >, и<<><о, 使 得 : 


”1) 换言之 , 4 是 (8) 中 具有 下面 性 质 的 最 后 一 个 因子 的 足 码 : 其 前 面 因 子 的 羔 积 
乘 上 这 一 个 因子 导致 增加 长 度 . 
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11, u] = p+1j=*…=1[1,»—1]>1[1, v]. 
€ ILL, #]>2, 这 样 的 下 标 > EFE, М И.о] =Ка)=1. [GS 
(1, и] =1, 则 Zi, 5—1]—0, 即 [ Kp 一 1j==1， 而 因此 利用 关于 
(8) 式 右 端 所 作 的 假设 便 将 有 и =1. MEZ, 对 所 有 A 14o, 
TES 1,4] -1. У: 为 (8) 中 共度 超过 1 的 第 一 个 因子 ， 则 由 
1, e | = 1, 可 知春 把 (4) 中 元 素 9j, 代 以 
g;,—-[1,0]—[1,0—1]:g* 

便 可 得 到 一 个 长 度 小 于 (4) 之 长 度 的 新 的 容许 生成 元 系 ， 这 与 (4) 
的 极 小 性 和 矛盾, 从 而 证 明了 > 的 存在 

以 下 我 们 将 使 用 记号 1093) = 1, 我 们 证 明 引 理 ] 中 的 命题 1) 
和 命题 2)， 由 И, д 1]<И1, n] n An, 在 乘积 [1; 4 一 1] 9$. 
Ll, Wj 中 935: 的 中 心 元 保持 不 变 , 或 者 , 对 于 偶数 l, HEERA E 
ЗН. БЕРЕТ A 4 二 4 二 »， 我 们 已 证 明 : 对 于 uo 
SÀ, 有 LOS Ид, A] — НЕ, u—1][u, А] Га, AJE 
中 心 元 保持 不 变 ,或 者 , 对 于 偶数 2, 其 左 半 不 完全 被 抵消 . 若 这 时 
fi ((9;,,)2 0, МЕН EL ASL, 4 十 1j 可 推 知 在 乘积 

[1,4+1]=[1,д—1][н,5]+# 

中 , 在 LA 介入 同 进 行 消 去 时 , METREK, А 
D UTE UH TR, 而 对 于 偶数 !， 其 左 半 也 将 会 受到 抵消 的 作用 。 由 
此 将 有 tLe, 4 十 ij 二 区 9;,,,); 但 此 时 因为 在 乘积 Lu, А-П 
gj 是 唯一 长 度 大 于 4 的 因子 ， 我 们 可 以 在 (4) 中 以 元 素 #;.‚ = 
Га, AHIRE TE 9;,, 而 减少 系 (4) 的 长 度 ; 明显 地 , 这 同样 给 出 
了 一 个 容 诗 生成 元 系 ， 因 此 , tg DSE XXE Alv, Wi 
111, А] = 111, A-1], А и,А+1]=[[и,А]=1, [u, A+1]5 
[4, АНЕ. ОН А+1<»>, 所 有 的 归纳 假定 都 被 证 
ВН. Жж АЕ1=», ЩН ИТ, д] > И 纪 可 得 在 乘积 [4， 鸭 9 入 中 
URKE 9 基 的 整个 左 半 和 中 心 元 , 从 而 lu, j<. 
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最 后 ， 由 【= 工 将 会 得 LA 如 三 0 Blu, +] =1. fBxx ub f d 
们 能 够 以 一 个 较 短 的 乘积 代 基 (8)， 而 这 和 关于 (8) 的 假定 古巴 盾 
H9. ie 1222, 引 理 [被 证 完 . 

以 下 我 们 假定 乘积 [4， 人 的 选择 与 引 理 1 相 一 致 ， 还 假定 在 
所 有 满足 5| 理 I 要求 的 形 如 [o, tj 和 [o, т], 1<о<т<о, 853 
fup, 所 远 出 的 乘积 含有 的 因子 个 数 最 少 ， 此 外 , 我 们 还 可 以 认定 
这 一 乘积 LA v]-91-g71:97 是 这 样 一 个 乘积 ， 它 可 由 系 (4) 的 
元 素 组 成 并 符合 引 理 1 的 所 有 要 求 , 且 所 含 因子 总 数 最 少 ，g; 的 
长 床 同 以 上 一 样 记 作 L. 

JL 任 一 在 乘积 [LA 叫 中 出 现 的 长 度 为 了 的 元 素 9i, 至 少 在 其 
中 出 现 两 次 . 

实际 上 , 如 果 某 一 元 素 g, g) 三 1 在 [LA Ш, 
那么 由 于 Uu o] <l, A g= Cu, ?代替 (4) 中 9; 便 得 到 一 个 其 长 
度 短 于 (4) 的 新 容许 生成 元 系 ， / 

Ш. 4Жи<о<хт<р, 又 如 果 来 积 [0, Tj 不 会 有 长 为 上 的 因 
子 , ЖА По, т]<і. «ЖЖ 的 因子 出 现在 这 一 来 积 中 且 闭 
т<», ЖА [[о,т]=1, 

当 с=т ОХ #5 Е А Г. ББ М 对 于 乘积 
[u, »]f9& Bd - P138 Го, Tj 为 少 的 所 有 的 部 分 乘积 已 经 证 明 . 现 
在 我 们 需要 研究 如 下 情况 ， 

1) [[0,т—1]<1,1(9;)<1, vv. fTEXCRMBOLP, Hilu, 
a—1l|-i[u,v—1]-—U, ЩЕ | 


| М, r—1i-fu, e —1llo, r—1] (9) 
中 第 二 个 因子 的 右 半 保持 不 被 触及 , 现在 由 
[u, т) -[u, oc —1][o, 7—1]19* (10) 


ЖИ д, т) 1095) < ЕЗ LO, т— 119%: 中 化 简 一 定 能 
进行 到 这 样 地 步 , 或 者 消去 第 一 个 因子 的 右 半 , 或 者 消去 第 二 个 因 
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于 的 左 半 , 而 相应 的 因 了 于 的 中 心 元 至 少 要 被 合并 一 次 ， 所 以 
llo, т\<лтюах[ М о,т—1]1,(#;)]}<1{. 

2) lio, v—1]—1, L(g; ) <l, т<». ХР, ЕЖЕ 
(9) КЕН РЕЖ №, 因而 由 18и, т] = 1, 1693.) < 
1 1010) 9 НЕЗ Го, т—1):95 中 化 简 必 将 去 掉 元 素 9;: 的 左 
半 , 而 它 的 中 心 元 被 合并 ， 所 以 , Це, т] =. 

3) lle,r—1]«1l,l(g;) - l, «v. НОО) 

i[u,0—i]-liu,v—ij-iiuvj-l, (11) 
和 上 面 一 样 , 得 出 iLo, zj 委 !， 如 果 小 于 号 出 现 , 那 末 将 能 够 减少 
系 (4) 的 长 度 ， 因 为 元 素 9;, 是 目前 在 乘积 fo, zj] 中 长 为 /的 唯一 
元 素 ， 所 以 lio, v] =. 

4) l[o, v—1]-—1l, 1095) =1, т<». 还 古 由 于 (11) 将 有 ! 
10,т)<1. 假定 По, r]<i, 因为 按照 归纳 假定 !L4 т] = 1, о<А< 
tr， 则 在 这 种 情况 下 ， 我 们 将 得 出 乘积 [o, zj 满足 5| 理 1 RS PUR XE 
Ж, 然而 它 却 是 由 比 乘 积 [L4, zj 更 少 的 因子 组 成 , ПОХ И, У 
ЖЛ B. 所 以 До, 7] — FL. 

5 [38 III Е. 

IV. 191=1. 

事实 上 , 如 果 10g; <1, ВЖЕ 9 Жи, ЕЖЕ 
的 最 后 一 个 因子 ， 由 于 Ин, А] 16и, 4 一 1 二 19y) = 1, 这 时 
我 们 可 得 元 素 [4, 4j 和 9 有 相同 的 右 半 。 其 次 ， 由 引 理 II 在 我 
们 假定 的 情况 下 可 得 出 , 24 Aa xo 时 ,将 有 (AT 1,0], 所 以 
当 g 之 ?时 , 由 llu, 09] =1, ЖЗИ, zj= ШЕЕ, r]<l, 
可 推出 ГА, >] <1. RIZ, SERALA vj 满足 所 有 5| 理 1 要 求 ， 然 
而 乘积 [4, 菇 却 仅 含有 一 个 长 为 了 的 元 素 , ox fas [8 IT №. 

У. Relu, 菇 至 少 含有 一 个 长 为 三 的 因子 фу, ucA«». 

事实 上 , 如 果 对 于 所 有 4 и<4<>, 9 109) <1. WEH II, 
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gj; =I; Ж ПІ, {и+1,>—1]<4. НА, An 95 = РОВ, 其 中 
P 是 元 素 JEE, 9 是 它 中 心 元 ，B 是 它 右 半 ， 则 [x, ?一 1j= 
PYR ， 如 果 现 在 е, = —е,, В gp =R QOP, ЖЖ 
іи, т] = К({и,>»—1]+д;)<! 
得 出 R'R^'-1, 从 而 [4, 起 =1， 由 于 加 在 乘积 (8) 上 的 条 件 ， 这 是 
№ В] ВЕ. Ap e, =en В gg =POR， 就 有 RP=1，8 = 二 1 和 
[u,v]—PR. 由 于 
R' =Ё.[и+1,>—1], 
那 末 由 P= R 得 出 
[u,v]-—-[u-c1,»—1]^ R-'-R-[uct1,v—1]7, 

这 够 使 得 又 可 以 更 短 的 乘积 代替 这 个 乘积 , 这 同 加 在 乘积 (8) 上 的 
条 件 相 子 盾 ， 引 理 VHE. 

УТ. 在 乘积 [LA ФФ, 在 满足 条 件 : nA? 以 及 长 度 为 【的 
元 素 9j 中 间 至 少 可 找 出 一 个 不 可 约 元 素 . 

首先 , LERE ТАН. 由 可 约 元 素 的 定义 可 直接 得 出 , 如 
果 元 素 9 可 约 且 如 果 元 素 go 满足 如 下 条 件 : 100) LG 109959) 
={(9), ЖЖ ggi 也 可 约 . 乘积 gig 在 条 件 CCgg) =1(9)Р 
也 征 可 约 的 . 其 次 ， MEIR gi 和 gs 可 约 和 1(91) 二 1(92) 二 tg 
ge), 那 未 乘积 9,9, WTH. ERER 9. =РОВ, 此 时 9, =Е-'9 8 
和 219; - PIS, ноже 处 在 一 个 目 由 因子 里 且 在 奇数 长 度 
的 情况 下 89' 关 1. 按 可 约 元 素 的 定义 ， 如 果 现 在 


БЕЛЕ 9: РОР" о. [=ч { | 
5 
99: Ios: Ios - (00577, 


即 元 素 9:9. 也 可 约 ， 最 后 , 容易 看 到 ， 元 素 9 的 可 约 性 , 等 价 于 元 
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#9 НЕ. 

转 来 证 月 3| 理 . КЕ ВВЕ ТН EIE BRE, 这 是 因为 
如 果 系 (4) 中 偶数 长 度 的 元 素 是 可 约 的 , ЖЖ. 这 个 系 不 是 极 小 的 ， 
假定 i 为 奇数 ， 由 51l 理 YY 得 出 在 乘积 [x，v] 中 存在 长 度 为 1 的 
因子 gj, 4 二 4<v， 如 果 所 有 这 些 元 素 是 可 约 的 , 那 末 由 上 面 所 作 
的 说 明 以 及 引 理 Ш Ag, 乘积 [4 二 1， 2 一 二 也 是 可 约 的 ， 除 此 之 
外 , 也 是 依 引 理 Ш, Luti, »—1]—1. Hluti, »—1]—PQR 
和 | 


[4 d- 1,»—1]- П9:= РФР". 

此 时 954—SQ,P^ , 9 SR QT, ВН + 红心 要 < 应 该 有 
@,00,=1ЯГи‚,>]=5Т. Жо 9, 和 的 ?也 可 约 , 则 命 

9,11 SeS- g5 Ц з= n^ QR. 
XM О | | 
I виро, P Tes sm. Toss 
由 之 

[4,»1=8:T= ер" PRCI[ ga 


- Пя: Шао" Пар» | ! 


BIS RR м, ERE CO ORAT l 的 元 素 表示 出 来 ， 但 是 这 
和 加 在 乘积 (8) 上 的 条 件 相 矛盾 . 

如 果 元 素 g 和 9g 至 少 有 一 个 是 不 可 约 的 , 那 末 由 于 外 理 蕊 , 
9; =9;,. Же, = е, Ж SSR Р = 人 ,由 之 有 


[u, v] 8T R^ P= 911. 
k 
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如 果 =, = – en Ж SET, Ги, »]=5.Т:= 1, 在 这 二 种 
情况 下 我 们 都 导 至 同 乘 积 (8 ) 的 选择 相 了 矛盾 .3| 理 YI 得 证 . 

УП. 所 有 长 为 1 的 不 可 约 元 素 9j,, aA», RE REG, 

如 果 es 二 十 1， 那 末 在 乘积 [x，»?j] 中 取 长 为 1 的 从 右面 离 9;， 
最 近 的 元 素 915 RITA ov. ИНАЯ, о], 我 们 可 断言 ， 
元 素 9;, 满足 独特 元 的 定义 中 所 有 要 求 . 事实 上 ， 和 条件 2) 和 条 件 
3) 可 由 元 素 95; 的 选择 得 出 , 条 件 4), 5), 6) Н 7] BR. ШЕ o —v ВЈ 
情况 下 得 出 .容易 看 到 , 在 o=4 的 情况 下 ， 这 些 条 件 也 成 立 . 

剩 下 来 要 证 的 是 条 件 1) 的 正确 性 . 设 7,= 7. mE е, +l 
且 如 果 g;,— PQR, 那么 同样 有 95: = PQR, 由 之 有 


g;, TT ei: e; POR- TT ду PQR. 
«= А+ 1 а=А+1 
由 于 10А, о]<1 Яп ГА, о—1]= L, 那 末 由 此 得 出 


В. TT А 95а== РС}. 


这 与 元 素 UR SEED PERDER. ШЖ e= —1, H g= 87107. 
NETS 


gi T 9::-9;.= РОВ TT gR QP’. 


%=А+1 


由 А, e]xU ЖИ, 0—11=1, TESTS gi 从 而 


[4, oj]=1， 而 这 和 加 在 乘积 (8) 上 的 条 件 矛 盾 ， 元 素 9; 是 独特 
的 就 被 证 明了 . 
如 果 有 2 二 一 1， 那 末 我 们 可 在 乘积 [4, ?zj 中 取 一 个 从 左面 离 
д 最 近 的 长 度 为 了 的 元 素 ， 而 进行 类 似 的 论证 ， 引 理 VIT ir. 
论断 (8B) 的 证 明 到 此 结 来 ,Tpymxo 定理 随 之 得 证 . 
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$41. 具有 限 个 定义 关系 式 的 群 


EEG 由 在 某 个 生成 元 系 中 的 一 组 有 限 个 定义 关系 式 给 出 ， 
则 在 这 些 关 系 中 只 出 现 有 限 个 生成 元 ， 从 而 群 G 是 一 个 由 有 限 个 
生成 元 和 有 限 个 定义 关系 所 确定 的 群 积 某 个 自由 群 的 自由 积 ， 因 
此 , 我 们 可 以 只 限于 研究 具有 限 个 生成 元 的 群 . 

具有 限 个 生成 元 和 定义 关系 式 的 群 构 成 了 比 全 体 具有 限 个 生 
成 元 的 群 罕 得 多 的 群 类 ， 我们 由 $ 38 可知 具有 限 个 生 成 元 的 群 
的 集合 有 连续 统 势 , 而 具有 限 个 生成 元 及 关系 式 的 群 的 集合 , 由 简 
单 的 集合 论 知 识 可 知 , 只 是 可 数 的 . | 

所 有 有 限 群 都 是 具有 限 个 生成 元 和 有 限 个 定义 关系 式 的 群 
这 是 由 有 限 群 均 可 由 Cayley 表 给 出 而 推导 出 的 . 

我 们 想 证 明 儿 个 定理 ， 这 些 定理 紧 接着 具有 限 生 成 元 和 定义 
关系 式 的 群 的 定义 ， 并 表明 这 一 群 类 的 确定 义 得 很 好 ， 我 们 暂 不 
要 求生 成 元 和 关系 式 的 有 限 性 ， 先 指出 关于 生成 元 系 和 一 组 定义 
关系 的 某 些 类 型 的 变换 ， 即 一 些 由 给 定 的 生成 元 系 和 一 组 定义 关 
系 式 到 辣 一 个 群 的 另 一 个 生成 元 系 和 另 一 组 定义 关系 的 变换 方 
73 

设 群 G 由 符号 gu ар … 构 成 的 生成 元 系 路 和 某 个 联系 这 些 生 
成 元 的 一 组 定义 关系 式 给 出 ， 那 末 这 个 群 也 可 以 由 集合 崩 及 新 符 
Зи LOL ЕН. de X ACE XX КЕ ЛЯ 

bw(a)—1 
ж Ё, іх €w(a)E X ТН За, ар, ВЕЕТ. 

首先 证 明 如 下 引 理 

设 给 出 具 自 由 生成 元 系 状 的 自由 群 邢 ， 若 xe —^x, 
JU 为 中 中 除 避 外 所 有 元 的 集合 ， 而 如 是 群 伯 的 由 元 品 生 成 的 正规 
子 群 , 则 商 群 WB f] ТА 为 自由 生成 元 系 约 自由 和 群 . 
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WKE, ИФА 生成 的 子 群 下 是 以 中 为 自由 生 
成 元 系 的 和 目 由 群 ， 另 一 方面 ， 在 刀 中 出 现 的 所 有 字 都 具有 这 样 的 
性 质 : 若 在 字 中 去 掉 的 所 有 和 医 然 后 进行 一 切 必 要 的 约 简 ， 则 得 
到 宇 字 ，、 这 一 断言 对 于 与 避 共 本 的 字 是 显然 的 ， 它 对 如 的 任何 元 
者 成立 可 由 下 面 的 说 明 得 出 :; ЖИ’ Bg w ЯП ws 都 使 得 在 去 抒 
元 之 医 并 接着 化 简 后 变 为 空 字 , 则 它们 的 乘积 ww: 也 有 具有 同样 
НУТЕЛА, Нм BAW =E, 故 由 同 构 定 理 

W/B-—W'/EzzW'.. 

ЛЕНЕ. НИЖНЕЕ ЖЖ E В, № 
G—W/H, ИЕ РАН НЕ Е Жс ЖАП ZEXLE X, ix 
ИА B АЕ ROCA DS ВНЕ, 于 是 W 2W, X EH AW УЛЕЙ 
ТВ, 它 由 五 中 元 素 及 元 素 c= bo(4) 生 成 ， 要 证 

W/H-W/H. 

JG ix wCa) 22%, ИН e— 5, # В ЖИ ЕН ЗЕ 5 生成 的 正 

规 子 群 ， 则 由 3 引 理 有 

W/B=W. 
根据 群 和 商 群 的 子 群 间 相 对 应 定理 (§ 100 4EW URGE РАН’ Б 
ЕН ЕЕ НАНА Н. 

W/H' ~W/H. 
BERTHE H Sci E 5S HR Ax ALS H ESH, 又 含 元 5b, ИП 
H'2H,1855—3; 0m, H' I Bp СЕ An Ab 的 , хх ВЕН, b'CB, 
р Б'Є В. 

如 果 我 们 能 证 明 , ЖЛЕ 6 с= bwCa) АЛЕ И 
的 新 的 自由 生成 元 系 , 那么 任意 字 ww(a) 的 情形 将 可 归结 为 已 研究 
过 的 情形 ， 为 此 只 要 证 明 ， 元 素 ae ар, … 与 元 素 e 不 以 任何 关系 
式 相 联系 , 因为 显然 这 些 元 一 起 生成 群 下. 设 在 群 证 中 有 等 式 


ш,(аусзш»ба)ус°?++ш,(а)ус®%*= 1, 
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HP ш, (а), ***, w, Ca) EAT 7E 04, ap，… 的 非 空 字 而 6 0 … Ôr 
古 非 等 整数 .在 此 等 式 中 以 Бш (а) КАЛ. с 并 完成 一 切 约 简 后 
左边 应 变 为 空 字 ， 因 为 否则 我 们 会 得 到 在 群 现 中 联系 吐 中 符号 的 
RRA. ;但 实际 上 一 切 因子 5 fn b^ 都 是 约 不 掉 的 , 因为 当 i—2, 
3, k | | 
c w;(a)c-w' (a)b^!w,(a)bw(a), 
cw;(a)c !-bw(a)w;(a)w !(a)b'!, 

ИП ТЕХ PA ЇНЇ ГС 5b 都 被 非 空 字 所 分 并. 定理 证 得 . 

我 们 约定 用 A 型 变换 称呼 在 刚 证 得 的 定理 中 所 找 述 的 生成 元 
系 和 定义 关系 式 组 的 变换 及 其 一 切 逆 变换 ， 后 者 指 的 是 在 生成 元 
系 中 去 挤 一 个 元 素 5, 如 果 这 个 元 只 在 形 如 bw(a) = 1 的 一 个 定义 
关系 式 中 出 现 , 这 里 w(a) 是 关于 其 余生 成 元 的 字 ， 并 将 这 一 -关系 

本 身 也 从 这 一 组 定义 关系 中 会 去 . 

97—218, 如 果 群 由 某 些 生成 元 和 某 些 定义 关系 式 给 出 , 则 这 
些 生 成 元 的 所 有 其 它 的 关系 式 都 是 已 知 定义 关系 式 的 推论 ， 即 其 
左边 合 于 定义 关系 式 的 左边 所 生成 的 自由 和 群 的 正规 子 群 之 中 ， 从 
而 这 一 关系 式 可 添 入 这 一 组 定义 关系 式 中 .反之 ， 从 一 组 定义 关 
系 式 中 可 以 去 挤 所 有 可 由 其 余 定义 关系 式 推出 的 关系 式 ， 我 们 把 
这 些 变换 称 之 为 召 型 变换 . 

对 召 型 变换 易 证 如 下 强化 的 狄 克 定理 ( 见 $18)， 若 群 G 和 C 
由 关于 同样 生成 元 的 某 些 定义 关系 式 组 给 出 ， 同 时 群 @G 的 所 有 定 
义 关 系 式 都 是 群 G 的 定义 关系 式 的 推论 , 则 群 G BE 9G 8 
群 ， 事 实 上， 在 这 种 情 襄 下 媳 G я] НЕС ЛП С 的 给 定 定 义 关 
系 式 的 全 体 给 出 , 于 是 剩 下 只 是 应 用 一 下 狄 死 定 理 . 

最 后 我 们 指出 巨型 变换 , БОНА: AL a, ар, + ЖЬ ЛП 
一 组 定义 关系 式 给 出 , 关系 之 一 形 如 

bw(a)- 1, 


и АА а 
并 且 元 素 5 可 能 在 其 他 定义 关系 式 中 出 现 ， 取 一 个 这 样 的 关系 式 
#(а:6)=1 (1) 
СН ее ао, ав, "АПЫ МР), Еш (a) 替换 此 式 出 现 的 一 
个 因子 5( 或 以 w(a) 赫 5b7) 并 进行 必要 的 约 简 , 我 们 得 到 新 关系 式 
| ip(a; b)-—1, (2) 
JFTEXE X. OE FR NAH rn АШКЕ AR CT). 
B 型 变换 可 以 通过 单纯 应 用 B 型 变换 得 到 . 事实 上 ， 如 果 , 例 
p | | 
ip(a, b) = iw, (a; bjb, Ca, b), 
并 且 分 出 应 被 替换 的 一 个 因子 b, 则 
ip(a, b)=@, (a; b) (bw(a)) m," (a; Ь)‹(а, b), 
即 关 系 (2) 是 已 知 定 义 关 系 式 的 推论 , 因此 根据 8 型 变换 可 以 将 它 
添 入 定义 关系 式 组 中 . 但 是 这 时 由 最 末 一 个 等 式 解 出 元 (ac Б), 我 
们 就 得 到 关系 式 (1) 龙 其 余 关 系 式 的 推论 , 因此 可 以 舍 去 . 
定义 关系 式 的 这 些 上 述 类 型 的 变换 使 我 们 容易 证 明 关 于 有 有 
限 生 成 元 系 和 定义 关系 式 组 的 群 的 奋 干 重要 定理 ， 
若 群 G 由 有 限 个 定义 关系 式 组 联系 的 有 限 生成 元 系 给 出 ， 则 
当 取 任何 其 他 的 有 限 生 成 元 系 时 ， 这 个 群 仍 可 由 某 个 有 限定 以 关 
系 式 组 给 出 ， | 
WERE G 由 生成 元 as, …, а, ЖЕ ХЕ wi (a) =1, s, ш, (а) 
=1#@Щ. ix b, e, Жал. E b, A 
可 以 表 成 第 一 系 元 素 之 大 的 乘积 形式 .对 每 个 4 选 是 一 个 可 能 的 
ЖЕЎЕ: | 
Ь;-=],(а), i-—l:l. 
现在 群 G 可 由 生成 元 a, ab b, 7 bi 和 定义 关系 式 
ш,(а) = 1, ***, w,(a) = 1, | 


3 
b,— ў, (а), "t. b,— fi (а), G) 
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给 出 (4 型 变换 )， 又 用 b,’ 0, 表示 每 个 a; 
a;—9;(b) 7=1,2,++,Ё. 
并 在 定义 关系 式 (3) 上 添 入 关系 式 
ai= 9, (b), +++, a= PD). (4) 
这 些 关 系 式 应 是 关系 式 (3) 的 推论 (B 型 变换 )， 现 利用 关系 式 (4) 
将 (3) 中 元 素 а, е, а, 以 它们 关于 51,…，5b, 的 表示 式 代 入 (B 型 
变换 ), 我 们 得 到 联系 元 素 br ++, В 的 s 十 ! 个 关系 式 ， 这 些 关 系 
aX Ia] CAD 28 $4 出 了 群 G 关于 生成 元 0，… а, FA ba s, b 的 定义 
天 系 式 组 ， 最 后 , 施行 4 型 变换 我 们 去 掉 生 成 元 a; ,ax 及 关系 
A). 
若 群 G 在 某 个 有 限 生 成 元 系 下 由 有 限 个 定义 关系 式 给 则 
在 这 个 NHARHARÓATTARAT ашиюйажа да 
的 定义 关系 式 组 中 总 能 选 出 有 限 子 系 , 足以 给 出 此 群 , 
上 面 已 证 的 定理 使 我 们 可 以 限于 下 列 情形 : 群 G 关 于 生成 元 
21, ***, On BE RT EA HUE ХАКА 
w,(a)-1,*-,w,(a)—1 
给 出 , 也 可 由 无 限定 义 关 系 式 组 
й,(ау)=1, ф„(а)=1, *- 
给 出 , 在 相应 的 自由 群 中 字 0, (а), e, ш,(а) GF 
ip,(a), D(a), +++ (5) 
A Bl] — DEWT Н. 但 是 每 个 元 ш; (а), i=1, 2, , b, 可 以 表 
ЖН BR T IS FF CO) Е СЕ ЕН СЕ НУ ERA, 这 样 (5) 中 的 有 
ER A CR UL PT AE JE IE AUTRE Н. 最 后 有 这 样 的 定理 (Tietze 
[1] 8% ЭУ. 
若 群 人 可 用 两 种 方法 由 有 限 生 成 元 系 和 有 限定 义 关 系 式 组 给 
出 ， 则 可 以 通过 有 限 次 由 型 及 如 型 变换 由 一 种 给 出 方法 变 为 另 一 
种 给 出 为 法 ， 
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事实 上 , REG HIERZU a, n, а, 和 定义 关系 式 


wi(a)=1,., ws(a)=1 (6) 
给 出 , 又 可 由 生成 元 系 br bi 及 关系 式 
wi(b)=1, =, w(b)=1 (7) 


给 出 ， 因 每 个 b; 应 可 用 第 一 组 生成 元 表示 ， 故 可 设 6, — f (а), 
i=1, 2, =», 0, 类 似 地 а;=‹ф;,(5), 7 了 = 二 1,*…,k， 现 在 在 施行 4 型 变 
换 后 , 我 们 可 用 生成 元 G, e, а, Ба, 7 b; 和 定义 关系 式 (6) 及 
b, fia), *, b = (а) 
给 出 群 G, 然后 再 进行 8 型 变换 , 添上 关系 式 (7) 和 关系 式 
а; = 91(5), *, в = Фф, (Б). 

完全 对 称 地 ， 这 一 个 生成 元 系 和 定义 关系 式 组 也 可 由 群 G 的 第 二 
种 给 出 方法 导出 ， 现 在 只 要 注意 到 4 型 变换 和 8B 型 变换 的 逆 变 换 
本 身 也 是 同一 类 型 的 变换 , 则 定理 的 证 明 就 完成 了 . 

对 具有 有 限 生 成 元 和 有 限定 义 关系 式 的 群 ， 很 自然 地 产生 若 
干 上 共有 算法 特性 的 问题 ( 见 Dehn[11), 其 中 最 重要 的 是 恒 等 问题 : 
求 出 一 个 算法 ,使 得 对 任何 由 有 限 个 生成 元 和 关系 式 给 出 的 群 , 可 
以 经 过 有 限 步 而 能 回答 下 面 的 问题 ， 这 些 生成 元 的 某 个 已 知 字 是 
否 等 于 单位 元 ; 或 者 证 明 这 样 的 算法 不 可 能 看 在 , 易 见 ,这 个 问题 
可 以 叙述 成 : 寻求 算法 回答 问题 : 两 个 已 知 字 是 否 彼此 相等 ， 也 
可 改 述 成 : 寻求 算法 回答 问题 : 自由 和 群 刀 的 一 个 已 知 元 是 人 否 含 于 
丈 的 某 些 其 他 的 已 知 元 生成 的 正规 子 群 之 中 ， 

目前 对 于 比拟 有 具有 限 生 成 元 和 关系 式 的 群 较为 特殊 的 群 
类 , 恒 等 问 题 已 正面 解决 .例如 ， 对 上 自由 群 ( 甚 至 不 要 生成 元 有 限 
的 假定 ) 恒 等 问题 的 解 可 像 下面 那样 得 出 , 即 任 一 个 元 都 具有 了 瞧 一 
的 最 简 表 示 式 ， 还 易 见 ， 如 果 对 是 由 积 的 每 个 因子 恒 等 问题 已 解 
Ж, 奢 末 对 自由 积 的 恒 等 问 题 也 就 解决 了 , 对 于 有 具 一 个 定义 关系 的 
群 , 恒 等 问题 由 Magnus W. [3] 解决 ， 处 理 便 等 问题 的 新 的 更 一 
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般 方 法 在 Тартаковский[1—61# CHE rn np И, Ж. 

E ЖИ ҖАЕН ле A А, ЖА: 在 具有 限 生 成 元 
和 关系 式 的 群 中 这 些 生成 元 的 两 个 已 知 字 是 否 共 力 .对 自由 群 这 
个 问题 已 正面 解决 : 若 在 自由 群 环 中 给 定 一 个 用 自由 生成 元 组 成 
的 字 w, 则 “将 此 字 转 成 循环 ", 即 把 它 的 末尾 写 到 头 上 去 并 进行 约 
简 , 我 们 便 得 到 一 个 与 字 包 对 应 的 循环 字 , 在 循环 字 中 所 有 元 都 平 
等 , 无 第 一 与 最 末 之 分 . МЕН НИ НЕ Н.Е] 
对 应 同一 个 循环 字 . 

最 后 有 同 构 问题 , PEA, уле. 两 个 由 有 限 生 成 
元 和 关系 式 给 出 的 群 是 否 破 此 同 构 ， 这 个 问题 至 今 尚 未 解决 ， 甚 
至 对 已 知 群 之 一 是 单位 和 群 的 情形 ， 还 有 两 个 群 的 每 一 个 都 由 一 个 
定义 关系 式 给 出 的 情况 也 没有 解决 ， 这 里 要 指出 ， 用 Cayley X 
给 出 有 限 和 群 导致 类 似 的 同 构 问 题 . 《参看 补充 15.4) 

具 一 个 定义 关系 式 的 和 群 构 成 了 在 某 种 意义 下 最 接近 于 上 自由 群 
的 群 类 .这 类 和 群 的 研究 比 起 任何 有 限 个 关系 式 的 情形 来 较为 深入 
一 些 , 但 是 例如 一 个 关系 式 群 的 子 群 问题 至 今 还 远 未 彻底 解决 . TE 
为 基本 结果 的 有 如 下 的 自由 性 定理 : (Марпиз[1]) 

Jo X 2E G Фф EAA а, а, 7,04, 和 一 个 定义 关系 式 }(а,, ++, 
а.) =1% k, 又 若 元 ar 伟 于 这 个 关系 式 中 且 不 能 通过 变形 把 它 
ИХ ЖАР, 3 ав, 6,0,1) a h, 2 01, 7, 04.4 
是 它 的 自由 生成 元 ， | ! 

我 们 不 准备 引入 这 一 定理 的 证 明 . 我 们 要 指出 由 这 一 定理 
可 以 推出 ( 见 Magnus[1]):. Bj ЖИ ЛЕ W h E ВЯ — 
个 正规 子 群 , 24 НОЦ PRI TCR JE 36 AR АО ХЕЛЕНА ВА | RE: 

1) 在 第 二 版 校 样 时 曾 指出 Новиков[11 给 出 恒 等 问题 的 否定 解决 ， 在 准备 第 三 


级 这 段 时 间 下 面 叙 述 的 问题 也 得 到 解决 。， 见 牢 充 15.4. 
2) М Reidemeister[3]. 
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为 正规 子 群 所 充满, 在 $ 36 中 我 们 已 从 另 一 角度 考察 过 . 
在 Whitehead[2] 的 工作 中 指出 一 个 算法 能 回答 如 下 问题 :已 
知 的 具 一 个 定义 关系 式 的 群 是 否 与 某 个 自由 群 同 构 . 
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$42. 一 些 准 备 
群 的 直 积 的 定义 和 一 些 基本 性 质 已 经 在 $ 17 中 给 出 了 . Ж 
的 目的 是 叙述 直 积 理 论 中 较 深 入 的 一 些 结果 . 
从 阿 贝尔 群 的 理论 中 我 们 知道 (参看 8§ 25 和 26)， 存 在 这 样 
一 些 群 , 它们 可 分 解 成 直 积 , 但 不 能 分 解 为 不 可 分 解 群 的 直 积 ， 这 
就 引出 这 样 的 问题 : 在 什么 条 件 下 此 种 分 解 是 可 能 的 ? 下 面 定理 
给 出 部 分 的 解答 . | 
如 果 群 G 的 直 因 子 的 所 有 降 链 都 中 断 ， 则 此 群 不 可 能 分 解 成 
无 穷 多 个 子 群 的 直 积 ， 而 它 的 任意 具有 有 限 多 个 因子 的 直 分 解 都 
可 接续 成 其 因子 都 是 不 可 分 解 群 的 一 个 分 解 . 
事实 上 , 车 群 G 有 有 具 无 穷 多 个 因子 的 直 分 解 , 则 存在 其 因子 集 
是 可 数 的 一 个 分 解 ,并 设 | 
| G—A,x Ах x A,X 
是 它们 中 的 一 个 ， 著 令 


В, = А, X Ауу Xe 


и 


Д 
G- B,DB;D DB, D 
TE AERE G B3 ELEN T-28 PIT) 7623 XB EE FF]. EE EE. 
4 x 
G—H,xH,x-:-xH, 
是 群 G 的 一 个 在 分 解 ， 并 且 它 不 能 接续 成 共 不 可 分 解 因子 的 一 个 
分 解 ， 由 之 得 , 此 分 解 至 少 含 一 个 下 因子 , 例如 证 Hi 它 可 分 解 但 
不 能 分 解 成 不 可 分 解 因 子 的 直 积 ， 取 群 且 | 的 茶 个 直 分 解 卫 ,= 
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Нух Н. 显然, 这 两 个 也 是 G 的 直 因子 Hi ЯН, 其 中 至 少 有 
一 个 又 是 可 分 解 的 但 没有 具 不 可 分 解 因子 的 分 解 ， 继 续 这 个 过 
程 , 我 们 便 得 群 G 的 一 个 无 限 递 降 直 因子 链 . 

在 所 证 明 的 这 个 定理 的 叙述 中 关于 群 G 直 因 子 降 链 中 断 的 假 
设 可 以 换 成 直 因子 升 链 中 断 的 条 件 ， 事 实 上 ， 若 给 定 群 G 的 无 限 
递 降 直 因 子 序列 ， | 

GDH DH, D- DH, D" 
则 由 VII'CS 17), Н, = Hnr X Pa 一 12,…; 我 们 便 得 一 个 升序 列 
FIC(F хЁ.) C CFx Foxx FAC, 
它 也 是 由 群 的 直 因 子 组 成 的 ， 这 样 ， 由 直 因 子 升 链 的 中 断 可 引出 
直 因子 降 链 的 中 断 来 , 随 之 上 面 证 过 的 定理 也 是 成 立 的 . 

ЖК: 一 个 群 , 若 它 的 所 有 降 或 升 不 变 链 都 中 断 , 特别 若 它 具 
有 主 列 时 , 则 它 可 分 解 为 有 限 个 不 可 分 解 因 子 的 直 积 . 

在 $17 中 曾 指出 一 系列 不 可 分 解 群 的 例子 . 其 次 由 $ 35 我 们 
知道 , 任意 可 分 解 成 自由 积 的 群 都 不 能 分 解 成 直 积 . 这 个 结果 还 说 
Bj, 不 存在 蜡 于 万 的 这 样 的 群 , 它 是 以 之 为 子 群 的 任意 群 之 直 因 子 
[ 见 补充 5.1]. 因而 下 面 定 理 就 显得 有 趣 了 ， 因 为 它 使 得 我 们 从 
新 的 角度 看 待 完全 群 (参看 13). 

任 一 个 完全 群 , 若 它 是 某 个 群 的 正规 子 群 , 则 它 也 必 是 此 群 的 
ЖЮЗ, 

ШЕ: 设 群 G 含 有 一 个 正规 子 群 4， 后 者 是 完全 群 ， 用 B 表 
m 4 在 G 中 的 中 心 化 子 ， 如 在 § 11 未 证 过 的 , 它 是 G 的 正规 子 群 . 
因为 4 没有 中 心 , 故 正规 子 群 4 和 B 之 交 等 于 ,因此 4 和 B 在 G 
中 形成 直 积 .此 直 积 和 整个 群 G 重合 , 这 是 因为 ,车 9 是 G 中 任意 
元 素 ， 则 用 此 元 素 去 变形 正规 子 群 4 就 确定 完全 群 4 的 一 个 自 同 
33, 它 该 是 内 自 同 构 , 即 是 由 4 的 一 个 元 素 的 变形 产生 的 ， 由 之 得 
ЖЖ 5=ga-! 与 4 中 每 一 元 素 都 可 换 , 随 之 属于 B 中 ,因此 


38 At t-m EWM. М 
9 = БаєдА х В 
Ва = А х В. | 

可 以 证 明 ( 参 看 Ваег[33]), 只 有 完全 群 具有 在 此 定理 中 所 讨 
论 过 的 这 个 性 质 . | 

在 下 面 我 们 讨论 群 直 积 理论 中 两 个 基本 问题 ， 第 一 个 问题 
д, 在 什么 条 件 下 , 一 个 群 的 两 个 任意 直 分 解 具 有 共同 的 接续 ,， 因 
mi 这 样 的 群 没有 多 于 一 个 具 不 可 分 解 因子 的 直 分 解 ， 阿 贝尔 群 ， 
特别 是 有 限 的 阿 贝尔 群 ， 说 明 一 个 群 只 有 唯一 具 不 可 分 解 因子 之 
直 分 解 的 情况 是 很 少 的 ， 然 而 , 在 非 交换 情况 这 是 较 常 见 的 ; 下面 
我 们 将 指出 , 作为 特例 , 所 有 无 中 心 的 群 ， 以 及 所 有 与 自己 的 换 位 
子 群 重合 的 群 都 具有 上 面 我 们 感 兴趣 的 这 个 性 质 . 

一 个 更 重要 的 问题 是 ， 在 什么 条 件 下 一 个 群 的 两 个 任意 直 分 
解 具有 同 构 的 接续 , 因而 ,一 个 群 的 任意 两 个 具 不 可 分 解 因子 的 直 
分 解 彼此 是 同 构 的 , 这 里 当然 要 假设 此 群 是 有 这 样 的 分 解 . 我 们 知 
道 ， 阿 贝尔 群 的 许多 重要 类 型 都 有 上 面 指出 的 这 个 性 质 ， 同 时 在 
$ 28 中 曾 指出 过 , 存在 有 准 素 阿 贝 尔 群 , 它们 具有 直 分 解 而 这 些 直 
分 解 没有 同 构 的 接续 .对 于 带 算 子 的 阿 贝尔 群 且 能 分 解 成 有 限 个 
不 可 分 解 群 的 直 积 的 情形 Krull[3] 给 出 了 相应 的 例子 ， 而 在 
Kypor[16] 中 构造 了 不 带 算 子 的 群 ， 它 有 两 个 不 同 构 的 直 分 解 ， 
其 中 每 一 个 都 由 两 个 不 可 分 解 因子 组 成 ， 下 到 就 来 叙述 这 个 例 
4. 

考察 群 4, 它 具 有 生成 元 @ 和 а, 以 及 一 个 定义 关系 式 


| a? = аҙ. 
这 是 (参看 8 35) 具有 相 重 子 群 (0) 的 两 个 无 限 人 循环 群 的 自由 积 ， 
其 中 
а= аѓ = а. 


由 8 35 中 结果 可 得 ， 群 4 的 中 心 是 子 群 (a}) 而 4 不 含有 有 寞 于 1 的 
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有 限 阶 元 素 ， 随 之 , 群 4 不 可 分 解 成 直 积 , 这 是 因为 ， 如 果 要 是 有 
这 样 的 分 解 , 则 中 心 {4} 必 将 完全 含 于 其 中 一 个 直 因 子 中 ， 而 此 时 
ЖЖ au а, 的 每 一 个 在 第 二 个 因子 中 的 分 量 都 有 不 大 于 2 的 阶 . 
男 一 方面 , 我 们 考察 群 B， 它 具有 生成 元 5. Mb 以 及 一 个 定 
义 关 系 式 
Pbi. 
和 上 面 一 样 , 群 8 的 中 心 是 子 群 (8), 其 中 
| b=b; =b}, 
B 不 含 异 于 1 的 有 限 阶 元 素 且 不 可 分 解 成 直 积 . 
要 找 的 群 G 就 是 群 4 和 B 的 二 积 : 
G — А х B. | (1) 
为 了 构造 群 G 的 另 一 个 直 分 解 且 它 不 和 分 解 (1) 同 构 , 我 们 令 
c—ab*, d=a b, 
c,—aa,b !,c,—aasb,c4—ab !b,, с. ab 'b,. (2) 
设 
C = {сџ, ca сз, еу, D-—1dj. 
因为 由 (2) 可 得 等 式 
с4=а.:, е,й=а,, сзй=Ьу, с.4=6., 
故 
G= (C, р} 
其 次 ， 子 群 C 和 DD 元 素 间 古 可 换 和 的 ， 这 是 因为 D 在 群 G 的 中 心 
里 面 . 
现在 来 找 子 群 C Р 2. (243 
| ср=с=сў=с=с 
以 及 ci, cs 两 元 素 中 的 每 一 个 和 cs， с, 两 元 素 中 的 每 一 个 是 可 换 
的 。 注 意 到 元 素 c 属于 群 的 中 心 , PA MES TEES vo 2 
可 写成 下 面 的 乘积 形式 : 元 素 的 一 个 虞 乘 以 长 为 L 1,20, В 
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一 个 字 , 其 中 元 素 cu 和 ehk RRE MR, ARARA la 1022 
0, 的 一 个 字 ， 其 中 元 素 cs 和 о, И НН. H 
此 表示 法 中 把 元 素 Cis Сз, Сз, Са 代 以 它们 在 (2) 中 的 表达 式 ， 瑟 可 
把 元 素 z 表 成 下 面 的 乘积 形式 : Pbi RUKA h t 
字 , 其 中 元 素 a 和 az В НЯ, 再 乘 以 长 为 №, X 
中 元 素 各 和 2 的 一 次 寡 和 二 次 笑 交 替 出 现 ， 随 之 ,元 素 x 属于 群 
G 的 中 心 仅 当 1, =1,=0 时 , 亦 即 若是 元 素 c УЖ. 由 此 得 
CND= {с} р = Е. 
这 就 证 明了 存在 有 下 分 解 
С=О xD. (3) 
它 显然 是 不 与 分 解 (1) 同 构 ， 分解 (3) 中 的 两 个 因子 都 是 不 可 分 解 
的 , 这 对 DD 是 显然 的 而 对 C 可 象 上 面 对 群 4 那样 去 证 ,不 过 此 时 要 
注意 到 群 C 的 中 心 是 子 群 {e}, 这 可 由 上 段 中 所 说 过 的 得 到 . 

与 刚才 讨论 的 相似 的 一 些 例 子 的 存在 使 得 下 面 的 工作 变 成 很 
自然 的 了 : 去 寻找 更 广 的 一 些 群 类 ， 对 它们 可 以 证 明 两 个 任意 县 
不 可 分 解 因子 的 直 分 解 是 同 构 的 , 或 者 更 一 般 地 , 对 任意 两 个 直 分 
解 都 存在 有 同 构 的 接续 ， 对 于 任意 有 限 群 这 在 Remak[1]j] 中 证 明 
了 ,而 在 Шмидт[1, 2] 中 又 重新 证 了 .上 晚 一 些 , waaT[4] 对 其 有 
主 列 并 且 人 允许 有 任意 的 算 子 集 的 群 证 明了 相应 的 定理 ， 这 个 
Шмидт 定理 是 一 系列 研究 的 出 发 点 。 它 的 不 同 的 推广 , 以 及 引 四 
另外 一 些 方向 的 结果 ， 例 如 可 在 Курош[1, 13, 16], Fitting[ 2], 
Kofinek[1], Головин[ 1], Лившич[2], Baer[37, 38j 中 找到 . 

下 面 我 们 来 叙述 Койпек 定理 : 如 果 在 群 @G 的 中 心 . 子 群 的 
降 链 中 断 , 则 群 C 的 两 个 任意 直 分 解 具 有 中 心 同 构 的 接续 ， 

其 次 ， 发 现 了 直 积 的 理论 最 适宜 在 Dedekind 格 的 理论 中 去 
研究 ，Ore[2] 把 Шмидт 定理 本 导 移 置 到 Dedekind 格 上 去 ， 延 
此 方向 进一步 的 结果 包含 在 上 面 提 到 过 的 Курош[13, 16], LA 
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№ Граев[ 3], Ваег[ 39], Лившиц 3 ] =. Æ $ 47 中 我 们 将 证 明 
Kypom[16] 中 的 一 个 定理 , 由 之 可 得 出 Шмидт 定理 ; JE. 29 T 38 
得 非常 清晰 ， 我 们 将 使 用 格 论 和 群 论 相 混合 的 方法 ， 把 此 定理 移 
置 到 格 论 中 可 在 Лившиц[3] pE, 

中 心 同 构 “ 群 G 的 两 个 子 群 4 和 已 叫 作 中 心 同 构 的 ， 如 果 它 
们 同 构 并 且 在 共 间 存在 有 一 个 同 构 对 应 o (如 果 考 察 的 群 是 带 算 
子 的 , 则 它 也 是 带 算 子 的 )， 使 得 对 任意 aE4， 元 素 ab RTG 
的 中 心 , 其 中 2= ag, 注意 在 此 情况 有 | 

b la—b^(ab^)b-—ab''*. 

群 G 的 两 个 直 分 解 叫 作 中 心 同 榴 的 ， 如 果 在 这 两 个 分 解 的 因 
子 之 间 存在 一 个 一 一 对 应 , 使 得 互相 对 应 着 的 因子 是 中 心 同 构 的 . 
通常 群 的 直 分 解 的 同 构 常 是 中 心 同 构 . 

在 后 面 将 用 到 下 面 的 引 理 : 

GE G— A,x B— A, x B, + А, 和 As 是 中 心 同 构 的 

事实 上 , 子 群 41 和 4; 是 同 构 的 , 因为 依 8 17 中 的 VIII, 它们 
都 同 构 于 商 群 G/B。 在 此 同 构 对 应 下 А, 和 А, 中 相互 对 应 的 元 素 
a, 和 as 属于 对 B 的 间 一 陪 集中 ， 即 是 在 B 中 有 元 素 2， 使 得 a1= 
aab， 元 素 b 和 4; 中 任意 元 素 都 可 换 ， 另 一 方面 ，B 中 任意 元 素 
和 a, az 都 可 换 , 因而 和 元 素 5 也 是 可 换 的 ， 这 样 ， 元 素 5 含 在 群 
G 的 中 心 内 . 

这 个 引 理 使 得 我 们 在 证 明 直 分 解 的 中 心 同 构 时 可 以 使 用 下 面 
的 方式 ， 设 给 定 群 G 的 两 个 直 分 解 : 


а=Пл.= Ив, (4) 
且 在 它们 的 因子 间 已 建立 了 一 个 一 一 对 应 ， 其次， 设 第 一 个 分 解 


中 的 任意 因子 4。 可 在 第 二 个 分 解 中 代替 对 应 于 它 的 因子 B-， 即 
对 任意 & 有 直 分 解 
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在 这 种 情况 下 , 由 引 理 便 知 直 分 解 (4) 是 中 心 同 构 的 。 在 直 积 理论 
中 对 代 葵 这 一 概念 的 各 种 不 同方 案 的 研究 可 在 Baer[37] 中 找 到 . 
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在 群 论 的 所 有 领域 内 子 群 的 概念 都 起 着 特别 重要 的 作用 ， 在 
合成 列 和 直 积 的 理论 中 这 个 作用 就 更 是 巨大 ; 在 这 些 理论 中 , 在 基 
本 概念 ( 直 积 , 主 列 ) 的 定义 内 ,以 及 在 很 大 程度 上 在 基本 定理 的 投 
述 中 出 现 的 不 是 群 的 元 素 及 其 乘法 ， 而 只 是 子 群 (或 正规 子 群 ) 及 
其 集 论 意义 下 的 包含 关系 以 及 交 和 并 的 运算 . 因此 把 类 似 于 群 的 
所 有 子 群 或 所 有 正规 子 群 集 的 结构 , 用 公理 刻 划 后 , 作为 一 个 独立 
研究 对 象 就 变 成 自然 而 合理 的 了 ， 这 种 性 质 的 结构 ,将 称 之 为 格 ， 
在 数学 的 非常 不 同 的 领域 中 经 营 磁 到 并 且 关 于 它们 的 理论 充分 广 
泛 的 建立 起 来 了 (参看 书 Birkhoff). 在 本 市 和 下 一 节 中 将 只 
介绍 格 的 一 些 基 本 定义 和 初等 性 质 ， 它 们 将 在 后 面 下 积 理论 中 被 
用 到 . | 

ЖА, ЗЕ ржи a, 6 定义 了 天 系 
аз GRTE:«a 在 5 中 >, «a £p b iij», «а 小 于 或 等 于 56>) 且 满足 以 
ТЖ: 

1) а<а; 

2) Назь, 5<а dj a=b, 15: a, b 重合 

3) 由 axb, bxc 有 a 委 cc 传递 性 )， 

符号 а<0 将 表示 а Ш ab, 符号 а20(<а 包含 b>, 《a 在 
6 后 >, «а 大 于 或 等 于 0»)fna—b 相应 地 等 价 于 5 二 a о <а, 

ЕЕ © Ш, 如 果 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 

I， 对 8 中 任意 元 素 对 四 在 8 中 有 元 素 c= аб, a f b Ял, 
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使 得 
ca cx b, 
并 且 奉 某 个 元 素 c 也 有 性 质 c <а, с b, ИИ с «c, 
IT. 58 S "Еб a, b ESRAR d - a Fb, a oZ 
fe, 使 得 
da, 4—5, 
Ж ВКС 6 也 有 性 质 之 a, d >b, WA d >d, 
AF XE ХО РАНЕ ERO ШЖ. 它 可 以 换 成 下 面 的 完全 代 
E HAE X. 
ЕМЕ, 如 果 在 其 中 定义 了 两 个 代数 运算 ， 乘 和 加 , #5 
ЕЖЕ а, 5 对 应 于 ЕТУ а ab 和 它们 的 和 4a 二 58， 且 这 些 


运算 是 交换 的 和 结合 的 
ab — ba, ad-b-—b-a (1) 
a(bc) = (ab)c a+- (64-с) = (а+6) +с (2) 
并 对 任意 458 满足 条 件 
аа=а, 4 十 4 一 0 (3) 
而 它们 之 间 适 合 条 件 : 
车 ab 一 a Wl a+5b=b, 反 过 来 也 对 (4) 


今 证 这 两 个 定义 的 等 价 性 ， 在 第 一 个 定义 中 引入 的 两 个 元 素 

的 乘积 与 和 是 单 值 的 , 这 是 因为 , 如 果 例 如 在 公理 I 中 元 素 5 也 能 
йе жж c 的 作用 , 则 有 exe, exe, НХ с=с, 因而 我 们 这 里 实际 
上 是 与 代数 运算 打交道 .对 于 它们 条 件 (1) 和 (3) 是 显然 成 立 的 , E 
为 示范 ,下 面 来 验证 对 乘法 的 条 件 (2). Н, ЖІ 

а(фе)<а 

а(Ьс) <Бс<Ь 

а(фое)<Ъс<с 
jl x d IE 
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а(Бе)< аб 
albc)< (ab)c. 

类 似 地 有 (cb)c<a(pc), 由 之 依 2) 得 albe) = (ab)c. 

最 后 , 我 们 来 证 明 条 件 (4) 是 成 立 的 ， 依 1 由 аб =е faxo, 
BI 5 之 a, ХНА DEA 525, К П bab, 5-2 d. HIT 
Пя ь<а-ь. НИ а+ь=ь Б ЖН МОМ). 

这 样 ,第 二 个 定义 可 以 从 第 一 个 推出 . 今 证 ,第 一 个 也 可 由 第 
二 个 推出 ， 假 阁 在 集 5 中 定义 了 具有 性 质 (1) 一 (4) 的 运算 ， 则 当 
元 素 a, b [BUE 5E ab — a 和 4 十 b= 二 5b 之 一 ,这 时 依 (4) 出 必 有 另 一 
个 等 式 , 我 们 就 令 a 三 5， 这 就 在 集 5S 中 5| 入 偏 序 ， 事 实 上 ,由 (3) 
Aaa, KK, GA axb Fiba, 则 аб=а, Ба =; {А (1) 
ab =Ьа, 故 a—b, Жа, axb, b«c, НН ab —a, bc —b, 则 由 (2) 
有 

ac —(ab)c —a(bc) —ab —a, 

即 有 axe, 

现在 来 证 公理 1 RY. H 

(аЬ)а=а(Ьа)=а(аЬ) = (аа)Ь —ab | 
得 ab 三 a， 类 似 地 466. KAEMAS h 任 取 一 元 ， 它 满足 条 
fF. c 三 a,c <b, в с ac ‚с'Ь =с', iit] 
с’ (ab) —(c'a)b—c' Ь=с', 

由 之 得 ec «ab, ХЕ, 元素 ab 是 元 素 a, b 在 公理 工 意义 下 的 积 . 
类 似 地 可 证 明 , 元 素 a tb 是 元 素 a; b 在 公理 II 意义 下 的 和 ， 

一 个 群 G 的 所 有 子 群 之 集 是 格 的 一 个 例子 ， 且 对 群 论 说 是 重 
要 的 例子 ， 在 子 群 集中 子 群 之 间 的 集合 包含 关系 起 序 关 系 的 作 


用 ,两 个 子 群 的 交 就 是 它们 在 格 论 意义 下 的 积 ， 两 个 子 群 的 并 ( 即 — 


指 由 它们 生成 的 子 群 ) 就 是 它们 在 格 论 意义 下 的 和 ， 一 个 群 的 所 
有 正规 子 群 的 焦 ， 以 及 一 般 地 一 个 给 定 群 关于 某 个 算 子 域 的 所 有 
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容许 子 群 之 集 对 于 这 些 运算 都 是 格 . 

SRTR S MES 中 的 一 个 子 格 , 如 果 关 于 在 心中 定义 的 
运算 它 是 一 个 格 ， 即 是 对 其 中 任意 两 个 元 素 它 还 包含 这 两 元 素 的 
积 与 和 ， 例 如 ,正规 子 群 的 格 古 此 群 的 所 有 子 群 之 格 的 一 个 子 格 ， 
因为 正规 子 群 的 交 与 并 仍 钙 正规 子 群 . 应 当 特别 强调 一 下 , 在 定义 
子 格 时 利用 的 是 定义 在 格 中 的 运算 , 而 不 十 偏 序 关系 : CS Ву Г 
TR, 它 关 于 5 中 的 偏 序 关系 作成 一 个 格 , 但 它 不 是 永远 也 就 满足 
上 面 给 出 的 于 格 定义 . 

ERS 的 元 素 中 可 能 存在 一 个 元 素 ， 它 含 于 格 的 任意 其 他 元 
素 中 ， 这 个 (如 果 它 存在 ， 则 必 是 唯一 的 ) 元 素 记 作 符 号 0 并 称 之 
AJER EJ 5 显然 , CME RIF, 对 任意 aS, 

a*0 —0, a +0 =а. 
格 心 还 可 能 具有 这 样 的 元 素 ， 它 包含 任意 其 他 元 素 . 此 元 素 用 符 
号 工 表 之 并 称 之 为 格 的 单位 元 ; US E AI x TEX 966, 

а:1 а, а+1:=1 
在 群 G 的 所 有 子 群 之 格 中 单位 子 群 召 起 零 元 的 作用 ， 而 整个 群 G 
起 单位 元 的 作用 . 

{& S d 5" 叫 作 同 构 的 ,如 果 在 它们 的 元 素 间 可 以 建立 一 个 一 
一 对 应 , 且 在 此 对 应 下 中 两 个 任意 元 素 之 和 映 到 5S" 中 其 象 之 和 
上 ， 而 它们 的 积 映 到 其 象 之 积 上 ， 利 用 存在 于 格 的 运算 和 偏 序 之 
间 的 连 系 , 还 可 将 这 说 成 是 , 格 的 同 构 对 应 是 它们 间 的 一 个 一 一 对 
应 , 且 它 保持 存在 于 这 些 格 内 的 序 关 系 . 

完备 格 “ 在 谈 到 一 个 群 的 子 群 格 或 正规 子 群 格 时 ， 我 们 只 起 
利用 对 有 限 个 子 群 或 正规 子 群 的 交 和 并 之 存在 性 但 在 实际 上 在 
群 中 任意 多 个 子 群 之 并 和 交 和 任意 多 个 正规 子 群 之 并 和 交 部 是 一 
音 确定 的 ， 群 的 所 有 子 群 的 全 体 ， 还 有 所 有 正规 子 群 的 全 体 或 者 
更 一 般 地 在 某 一 算 子 域 下 所 有 容许 子 群 的 全 体 都 是 一 种 称 作 完备 
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格 的 结构 的 例子 

偏 序 集 S 叫 作 完 备 格 ,如 果 对 态 中 任意 元 素 ae(a 历 遍 一 个 足 
ШЖ 履 ) 的 集 在 5S 中 存在 具有 下 面 性 质 的 元 索 c Ма: 

1) 对 所 有 «Є M 有 exa, 并 且 若 某 一 元 素 o 也 满足 条 件 : 对 
所 有 «€ M, c' xza,, Wi c' xc, 

2) 对 所 有 EMA a 之 as, 并 且 若 某 一 元 素 & 也 满足 条 件 : 对 
所 有 SM, d Za. d' Zd, 

一 意 确定 的 元 素 c 和 4 依次 叫 作 元 素 а,, «СМ, 的 积 与 和 ,并 


c= || a, d= aa. 


acM ас М 


容易 明白 ， 任 意 完 备 格 也 古 格 ， 因 此 对 有 限 积 与 和 仍 使 用 过 去 使 
用 的 记 法 . 

完备 格 的 定义 也 可 采用 下 面 形 式 ， 

集 驴 明 作 完备 格 ， 如 果 在 其 中 对 任意 子 集 唯 一 地 定义 了 积 与 
їп, 并 且 广 足 格 的 定义 中 之 条 件 (4);, 以 及 下 面条 件 : RE S Е 
元 素 а, «СМ НАЖ М FECHA XT 38 М, BEN, BAM, 则 
ü. 


ПОП г. )- Ца EO 
22.) Bas (6) 


它 的 特殊 情形 就 是 格 的 定义 中 之 条 件 (1), (2) 和 (3). 

从 完备 格 的 第 一 个 定义 可 得 第 二 个 定义 ， 事 实 上 , 我 们 知道 ， 
由 第 一 个 定义 可 得 条 件 (4). изв Ко) 我 们 
来 证 其 中 的 一 个 ， БИХ 
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此 时 с< аз, «€ Ms, В с<<с„, 因而 ese 另 一 方面 ， 对 任 划 «€ 
MAN mft 8 使 得 «Є М», 因而 cs 委 a， 由 之 得 
CSCS las аЄ М, 
MA esce. 这样 便 有 等 式 с=с, BUEH T (5). 
由 完备 格 的 第 二 个 定义 可 得 第 一 个 ， 事 实 上 , 我 们 知道 , ШЕ 
可 得 & 是 格 ,并 且 e 委 0， 当 且 仅 当 ab =а, 82, а+5=6. AXE 
S 中 给 出 任意 元 素 0,06€ М, 的 集合 并 设 _ 


d, =€ 
«cM 
此 时 由 于 (5) 对 任意 ЄМ 有 
а, С =@&,* НЕ? = а. = с, 
«cM «cM 


即 对 所 有 «ЕМ 有 с<а„. Ш, 车 对 所 有 «ЄМ Ж с 有 性 
Ж с <а,, BI са, = 二 oc , 则 再 依 (5) 有 


c'e —-c' || a = [| (с аз) = Пе =с', 


«Є М acM ЄМ 
由 此 有 e 委 c， 对 于 元 素 a, «€ M, ВЖЕ Ж. 
任意 完备 格 有 零 元 和 单位 元 。 它们 顺序 为 格 中 所 有 元 素 的 积 
与 和 |. | 
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格 定义 中 公理 (4) 给 出 格 运算 乘法 和 加 法 之 间 的 联系 .这 联 
系 是 非常 弱 的 .在 很 多 情况 ， 看 来 有 必要 对 所 研究 的 格 附加 以 补 
充 的 限制 ， 使 得 这 个 联系 更 紧密 一 些 ， 对 我 们 最 习惯 的 当然 十 分 
配 律 | 
| (a43-5)c-«ac -- bc. 
一 个 格 , ПЕН rixa So ES Ал жай Зл, 则 称 之 为 分 配 
格 , 它 在 数学 的 许多 部 门 中 是 格 的 一 个 很 日 然 的 类 型 , 但 对 群 论 来 
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{МХК ЖЫШ Жон Т. ЖЕ, EMA РНЕ КОНЕВО 
BL— iE E ЭУЕ, 这 可 由 下 面 的 定理 (Ore[6]) 看 出 ， 

一 个 群 具 有 分 配子 群 格 ， 当 且 仅 当 它 或 者 是 循环 群 或 者 是 逢 
环 群 的 递增 列 的 并 . | 

事实 上 , 若 给 定 一 个 无 限 循 环 群 {a}， 则 此 群 的 任意 子 群 具 有 
JÉ in a^, £0, 的 唯一 生成 元 ， 易 见 , 04 620, 1220 时 

(а) Па) = 44.11), dat} а) = 40% 0), 

K pik, CHE k, Cg, СЕ, 人 是 它们 的 最 大 公 因 数 ， 换 
言 之 , 无 限 循 环 群 的 子 群 格 同 构 于 非 负 整 数 格 , 其 中 格 的 乘法 是 取 
最 小 公 倍 而 格 的 加 法 是 取 最 大 公约 , 亦 即 把 关系 mata AX $$ 
MEER m>， 证 明 以 上 这 个 烙 的 分 配 性 是 没有 什么 困难 的 : E EP 
Ја, В УЕ Б, CRI т, 则 数 了 的 тах(тіп(а, £), y) 
和 min(max(a, р), max (£, хм, 1), mf 
(Ek, m], Г m]); 但 易 见 这 些 指数 是 相等 的 . 

用 同样 方法 可 以 证 明 , п 阶 有 限 循环 群 的 子 群 格 同 构 于 数 z 的 
所 有 正 因数 作成 的 格 , 其 格 运算 和 上 面 的 一 样 . 此 格 是 上 面 刚 谈 到 
的 格 之 子 格 因而 也 是 分 配 格 ， 至 于 循环 群 升 列 之 并 的 子 群 格 是 分 
配 的 , 则 它 易 从 上 面 说 过 的 得 出 ， 

转 来 证 明 反 方 同 的 结论 ， 计 假设 给 我 们 的 群 G 有 两 个 生成 
Jt, G= {a,b}, 具有 分 配子 群 格 但 不 是 循环 群 .引入 记号 

| = A={a}, В={Ь); 
其 次 ,约定 , 所 谓 一 个 元 素 c 关于 某 个 子 群 的 阶 ， 是 这 样 的 最 小 
正 指数 ,如果 它 存 在 的 话 ,可 使 得 元 素 6 Ну n КЖ ЕНДА ШҮ, 
否则 就 规定 阶 为 零 ， 设 元 素 с 不 在 子 群 4 和 B 中 且 关 于 这 些 子 群 
依次 有 阶 п, Ж по. ШЕ 

(а) {<} ПА= {c}, 46} ПВ = {с"2}. 

其 次 , 由 | 
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{4, B} Пс) =@П (е) = 4с} 
并 利用 分 配 律 可 得 | 
{АП {с}, ВП {с} } = {с}. 
换言之 , tc”!, с" 2} = (с), U EER v n y. 使 得 
57174*1 27 — e. | 

注意 到 元 素 的 选择 , 知 数 п, 和 п» T 1, ER 此 之 外 , НСС 
中 有 有 限 阶 7, 则 ,Rs 必 是 % 的 因数 ， 故 它们 中 任 一 个 都 不 等 于 
0， 由 之 可 得 元 素 а 以 及 元 素 5 关 于 交 р = АПВ ВИ т, mit 
都 异 于 零 ， 并 且 显 然 这 些 阶 和 在 子 群 4 和 至 中 生成 元 % 6 的 选择 
无 关 ， 为 了 以 后 我 们 将 认定 这 些 生成 元 的 选择 满足 关系 а": bn 
一 dd; 这 样 选择 生成 元 是 可 能 的 , 因为 这 可 由 以 下 事实 得 出 : ТЕЙ 
环 群 中 给 定 一 指数 mr 的 子 群 ， 则 此 子 群 的 任意 生成 元 是 群 的 某 个 
Ң: E JCHJ т КЖЕ. 

dk n, de n, 是 互 素 的 ， 当 c 有 无 限 阶 时 , 这 是 显然 的 , 在 相反 
的 情况 , 这 可 由 

nz 十 9028 三 TCDiod п) | 

得 出 , Н n E n 的 因数 . 这样, 存在 数 xz。 和 go，, 使 得 jxo T 12 go 
—1 | 

今 令 ccboiab, BEAC, СЕ blab @ EFE АТН. 
元 素 a" * 等 于 元 素 ВЕТЕР 6 ЕН НУ. B8 

b7!ab = Ь- аза b^ ачат == (b7 1a*15)7* g" € A. 

ЖЕ а baCB, ХЕ T TRE А, 8 是 G 中 的 正规 子 群 . 

现在 来 证 , Ж m, 和 m. 也 是 互 素 的 。 实际 上 , ВЕРИЛ 
共同 素 因 数 p, 则 顺序 在 4 和 BB 中 就 将 能 找到 元 素 a 以 及 2 它们 
不 在 DD 内 且 关 于 DD 有 阶 p, В. a ?二 6?=4， 这 时 元 素 e= b 将 不 
在 子 群 4 和 B 中 ; 但 是 ， 利 用 这 些 子 群 的 不 变性 ， 我 们 将 有 CCA 
和 c?EB、， 这 和 上 面 证 过 的 元 素 c 关 于 4 和 8 的 ВТ Е Н. ЖЖ 
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FJA. 
Эй, АТ а а-а $ ТЕР, MA ab=bad, JF 
{ЕЗ лж do 6535 a 与 5 是 可 换 的 , 用 一 下 归纳 法 可 得 对 所 有 
下 整数 i ПНА 


abi=biadi, | ab = baidi. 
在 这 些 等 式 中 令 = ть, J = т, 我 们 有 
do:—d$? = 1, 


由 之 得 do—1, Blab—ba, ХЕС 就 是 个 阿 贝尔 群 ， 若 取 数 S 
和 wv 满足 等 式 miv 十 m4 二 1, 则 与 开始 时 的 假设 相 及 ,G 还 是 以 ar 
为 生成 元 的 循环 群 | 
现在 设 给 定 具 有 分 配子 群 格 的 任意 一 个 群 C， 由 上 面 证 过 的 

得 , Ө 的 任意 两 个 , 因而 任意 有 限 多 个 元 素 生 成 一 个 循环 子 群 ， 这 
样 , 群 G 是 阿 贝 尔 群 ,并 且 或 者 是 无 扭 群 或 者 是 周期 群 ， 在 第 一 种 
情况 它 是 秩 为 1 的 群 , 因而 如 8 30 中 所 示 它 是 无 限 循环 群 的 递增 
列 之 并 , 而 在 第 二 种 情况 依 § 19 群 G 可 分 解 成 对 于 不 同 素数 了 的 
准 素 群 之 直 积 ， 任意 一 个 这 样 的 准 素 因 子 仅 有 叭 一 的 了 阶 循环 子 
群 ,因而 它 或 者 是 阶 为 某 个 P 的 有 限 循环 群 , 或 者 是 р" 型 群 ， 然 
而 容易 看 出 ，2z” 型 群 的 直 积 ， 其 中 2 历 遍 所 有 不 同 的 素数 pi, р, 
…, В, ,是 一 些 有 限 循 环 群 递增 列 之 并 , 这 些 群 具有 阶 po PiP 
2i2223 … 等 等 ， 此 群 的 任意 子 群 也 是 有 限 循 环 群 的 递增 列 之 并 . 
这 样 , 定理 证 完 . | 

“对 群 论 有 着 极 大 好 处 的 是 Dedekind 格 ， 它 组 成 一 个 较 分 配 
格 广泛 得 多 的 格 类 ，Dedekind 格 和 分 配 格 的 差别 在 于 假设 分 
配 律 | | 

(а--5)с = ас + ре 

仅 在 下 面条 件 下 是 成 立 的 : 括号 内 的 和 中 有 一 个 被 加 项 ,例如 a, 包 
含 在 c 中 , 因而 这 时 也 有 ac 二 a， 换 言 之 , 格 S 叫 作 Dedekind 格 ， 
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ATL: A Е A D 
(D) i а<е, (а Б) с=а-- 5c. 
可 以 用 许多 和 (D) 等 价 的 其 他 形式 给 出 Dedekind 格 的 定义 . 
今 指出 下 面 一 个 定义 ， 它 经 常 是 很 有 益 的 ， 格 S 是 Dedekind 格 
^4 НАХ ЧЕ AR T: 
(D') 者 给 出 元 素 a,b Мс, 并且 а, HE 
ac — bc, 4 十 C 一 六 十 C， 
illl a=b, 
今 证 条 件 (D) 和 (D ) 的 等 价 性 ， 设 条 件 (D) 被 满足 并 设 在 4 
中 给 定 元 素 a, b 和 с, 使 得 a 三 8, ac — be dH ad 6546, 这 时 有 
(at e)b = (b -c)b =; 
23—Jj Ш, 由 (D) 有 
(a4-c)b = ась —a-4- ac =a, 
由 之 得 a=b。 
”现在 设 条 件 (р) 被 满足 并 设 在 S 中 给 定 元 素 a,， bc B 
а<се, BJAR: 
а=а+Ьс, Б=(а+6)с, е=Ь.. 
因为 а+фс<а-+Ь 及 a 二 bc 三 c， 故 5 委 2， 共 次 ， 由 十 bc 委 c 得 
(a-d-bc)bzxzbe, ХЕХ) а bebe, bbc, НУ(а+6с)626с, d 
有 4a6 二 bc， 田 一 方面 , 由 于 a 十 0 之 b 有 
bc — (а--Ь)сЬ=ьЫс, 
НП a6 = 二 5， 最 后 , 由 于 2c 委 2 有 
| 5 十 5 一 4 十 pc 十 D 一 4 十 D 
з 351, (а Б) с2а ffk(a -b)e - 027a --b, ХЖЖ(а+В)с< 
a+b,b<Ka+b, i (a--b)e--bxca--b, BIER +е=а-+ь, Ни 
d ёе=Б-+@, AERD OMARK а, 5,6 LE a=b, H 
а +bce=(a+b)e, | | | 
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对 于 群 论 , Dedekind 格 的 意义 基于 下 而 定理 . 

任意 一 个 群 的 所 有 正规 子 群 的 格 是 Dedekind №. 

我 们 使 用 条 件 (D') 来 证 明 . 设 在 群 G 中 给 出 正规 子 群 4, BA 
C, B. АСВ, ANC=BNC, (A, C) - (В,С). 因为 BC{4,0), 故 B 
中 任意 元 素 5 具有 形式 5 二 ac, 其 中 аА, c€C,. Hz cab, НП 
cCB, НшсеЕ(ВПС)=(АПО), В c€A, 由 之 得 bEA, WA 
В=А. 

因为 Dedekind 格 的 任意 子 格 显然 是 Dedekind 格 , 故 由 刚 证 
过 的 定理 得 ， 群 G 关 于 含 所 有 内 自 同 构 的 某 个 算 子 域 的 容许 子 群 
作成 的 格 是 Dedekind ж, 至 于 谈 到 一 个 群 的 所 有 子 群 之 格 ， 则 
它 不 永远 是 Dedekind 格 一 一 读者 不 难 验证 , 4 次 交代 群 的 子 群 格 
可 作为 这 种 反例 ， 另 一 方面 , 存在 有 一 些 群 , 它们 的 所 有 子 群 格 是 
Dedekind 格 ， 但 不 是 它们 所 有 的 子 群 都 是 正规 子 群 ; 例如 3 次 
对 称 群 就 是 这 样 的 ， 研 究 具 Dedekind 子 群 格 的 群 有 Iwasawa 
[1,3], Jones[1] 和 Харра[3]. (9% 14.2), 

在 以 后 还 将 用 到 Dedekind 格 的 定义 的 下 面 这 个 形式 . 

(2’’) 车 在 格 S 中 给 出 元 素 

2, 02 1, Yo Mos уһ, RÈL, 
而 且 
г.у Á i#j, i, j=1,2, «n, 

则 

(ана. tEn) YY Yn = 71ў\-Е72у5-К*°*-К&„ў»һ. 

事实 上 , 条 件 (D) 是 条 件 (D”) 的 特殊 情况 , 这 只 要 在 (D”) 中 
Ау n—2 Жу =, 1s, 便 得 

| (zıt 22)Y25= t +129», 3 tY 

Rz, ЖАСО) ейде Н. 27763 2i, 4, 0r, Ens Yis Чо, **, Yn 适合 
条 件 x sys 2 6757, MEADER 
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(нь gy Ya Yn 
= (£Y H tat Tn Чи 
= (xy, + 429 tTa *** Tn atn 
= EY 3995 t nn. 
正规 列 和 主 列 ， 设 给 一 个 带 零 元 和 单位 元 的 格 3 元 素 的 有 
序 有 限 集 


0О=а<а,<а,<{#<а,.,<а=1 (1) 
ШЕ S 6 — ^ 33,71; КНИЖКА. ERA 
0=05,<2,<0,<...<0,_,<0, =1 (2) 


ues C89» R, 若 (1) 中 任 一 元 素 a; 等 于 (2) 中 某 个 5;. 
在 Dedekind 格 的 情形 有 下 面 定 理 . | 
Dedekind 格 中 住 意 两 个 正规 列 具有 同样 长 度 的 加 密 . 
事实 上 ， 设 在 Dedekind 格 S 中 给 定 任 意 正规 列 (1) 和 (2). 


今 
а;;=а+а;5;, 40,1, +, 6—1, 3=0,1, 6, В 
b; =, а, j=0,1, =s, L—1,i=0, 1, =, k, 
因为 
Gi, =l; ait= liz 
k 


Qa jr  J—0,1,*, 1—1, 
则 元 素 ai; 组 成 正规 列 , 可 能 有 重复 者 , 且 是 列 (1) 的 加 密 ， 同 样 地 
TR bi 组 成 列 (2) 的 加 密 . 这 两 个 新 列 有 相同 的 长 度 EU, 因而 剩 
下 来 要 说 明 的 是 它们 具有 相同 的 重复 数 . 
事实 上 , X 
dij i, jate (3) 


ВНЕ ai, jai 的 定义 ， WAC), № 等 式 a; ai. n ЭЖ а;; 


и те B oo as 
的 定义 , 以 及 最 后 ， 条 件 (D) 和 不 等 式 aiibi bius 我 们 便 有 下 
面 一 系列 等 式 : 
а; 455,477 05, 5,1(81,105,1) 
= A;a; pbt) 
= a,jbj, 
= (a; +а;,10;)6;, 1 
4,033 ai, 0;. 
这 个 结果 与 元 素 b;; 和 0;, ;41 的 定义 以 及 明显 的 不 等 式 dib 
bj; 一 起 便 5| 出 下 列 等 式 
bj; =b; t bjt; 
= р; +0;.18, 8,103 
=6, 4,1641 
= bi, уц. 
我 们 这 就 证 明了 ， 在 我 们 上 面 作出 的 正规 列 (1) 和 (2) 的 加 密 中 重 
复 的 元 素 间 存在 一 个 一 一 对 应 、 即 是 可 以 被 同时 舍 掉 ， 这 整 把 定 
理 证 完 . 
称 格 中 的 一 个 正规 列 为 此 格 的 主 列 ， 如 果 它 没有 不 带 重复 的 
ШЖ. 和 在 $16 中 一 样 , 由 我 们 刚 证 过 的 定理 可 得 下 列 结 果 . 
ж Dedekind 格 有 主 列 , 则 其 所 有 主 列 有 相同 的 长 度 . 
Z Dedekind 格 有 主 列 , 则 其 任意 正规 列 可 以 加 密 成 主 列 ， 
由 之 得 ， 具 有 主 列 的 Dedekind 格 的 任意 子 格 本 身 也 有 
+ ў], | | 
最 后 , Dedekind 格 有 主 列 当 且 仅 当 其 中 元 素 组 成 所 有 升 链 和 
降 链 都 中 断 . | | | | 
Dedekind 格 的 定义 (条 件 (D')) 说 明 , 任意 非 Dedekind 格 必 _ 
含有 一 个 子 格 , 它 由 五 个 元 素 组 成 且 有 两 个 具 不 同 长 度 的 主 列 , 即 
长 度 为 2 和 3 者 , 因而, 我 们 有 可 能 再 给 Dedekind 格 一 个 新 的 刻 
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bibh, 


Xl: 一 个 格 是 Dedekind 格 当 且 仅 当 在 其 任意 具有 主 列 的 格 中 ， 所 
有 主 列 有 相同 的 长 度 . 

上 面 证 明 的 关于 格 的 正规 列 的 定理 其 实 还 可 以 再 加 强 一 些 ， 
使 得 由 之 可 完全 推 得 群 论 中 关于 主 列 同 构 的 定理 (参看 Orell], 
以 及 本 书 第 一 版 3 51)， 有 一 系列 的 研究 工作 , 是 益 明 把 群 的 合成 


Ali Jordan-Holder 定理 搬 到 格 ( 已 不 一 定 是 Dedekind 格 了 ) 论 


中 的 问题 的 ， 附带 指出 与 这 些 有 关 的 工作 Оге[5], Kypom[11], 
以 及 相 接 续 的 工作 Узков[1], Korinek[A4]fuJIusmnunul1 i. 
完全 Dedekind 格 ，Didekind 格 的 概念 也 可 应 用 到 完备 格 的 
情形 ， 但 为 了 建立 直 分 解 的 理论 ， 不 得 不 对 完备 格 附加 更 强 的 条 
(Е СЗ Курош [131), 即 是 : 完备 格 5 "554: Dedekind 格 , 如 果 
对 于 任意 满足 条 件 
2.57, Ча В, а, BEM 
的 元 素 ze 和 ya(a Bax Ж АШ МИ) Ёз EX 
(Р) (X) JM. == 25. Ya 
任意 完全 Dedekind & X Dedekind #, [do AE(D')udn о 
完全 Dedekind 格 的 定义 得 出 ， 但 是 反 过 来 不 成 立 一 一 存在 有 完 
备 格 且 是 Dedekind 格 ， 甚 至 还 是 分 配 格 ， 但 不 是 完全 Dedekind 
ж. | 
下 面 定 理 确定 了 此 格 类 对 和 群 论 的 意义 . 
具 任 意 算 子 系 的 群 之 (容许 ) 正 规 子 群 格 是 完全 Dedekind №. 
事实 上 , 设 在 群 G 中 给 出 正规 子 群 系 Xa Y O2 88 o ou SE 
М), + B. 
Х.СУ, Ща В, а, ВЕМ. (4) 
若是 元 素 а 在 所 有 X. firn, 则 它 可 写成 


а= La Lag" Tan 821, „ЄХ | (5) 
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且 所 有 足 码 «|, 0o,…, on 是 不 相同 的 ， 若 元 素 а 还 含 在 所 有 У. 之 
交 中 , 则 它 当 然 更 在 了 。, 中 . 依照 (4), 积 (5) 中 除去 ou 的 所 有 因子 
也 都 在 了 。, 中， 因而 也 有 26,EY。, Bl =. ЄХ, NA Ya). ЯНЕ T 
元 素 a 含 在 所 有 交 X. ПУ, 之 积 中 , 即 证 明了 要 证 的 等 式 (D) 的 左 
侧 在 这 种 情形 含 在 该 等 式 的 石 侧 . 由 于 当 a 了 BpB 时 有 条 件 T 
反面 的 那个 包含 关系 在 任意 完备 格 中 都 是 成 立 的 . 
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在 $17 中 所 熟 习 的 群 的 直 分 解 之 诸 定义 里 ， 有 一 个 仅 利 用 了 — 
群 的 正规 子 群 的 交 和 并 .这 使 得 我 们 可 把 直 积 概念 移植 到 任意 完 | 
全 Dedekind 格 中 . 

设 完全 Dedekind 格 态 的 一 个 元 素 a 是 元 素 da fl, rh a 
Bj xL 83 М 


а= ^» as. 
acM | 
5| 入 记号 
а= >. d, 
PEM, Ва 
元 素 а 是 元 素 a aEM 的 直 和 ,如 果 对 任意 EM 有 等 式 
a,ü, = 0. 
为 了 表示 元 素 a 的 直 和 分 解 将 使 用 下 面 符号 : 
A 


ac M 
或 者 在 有 限 个 被 加 项 时 , 写作 : 
| 46 一 QI 十 0 十 … 十 an。 
元 素 а. ЖЖ ХИ: ELA) М НЕЛЛИ а. 的 补 项 . 
显然 ， 群 的 直 分 解 和 此 和 群 的 正规 子 群 格 中 单位 元 的 直 分 解 是 
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一 致 的 . | 
以 后 将 用 到 完全 Dedekind 格 中 直 和 的 下 列 性 质 ， 
1. 5 


а У, (1) 
且 若 所 有 或 者 一 部 分 直 被 加 项 G4 本 身 可 分 解 成 直 和 
а, = > ov (2) 
则 
ауа 
y 


RKE, жж a 是 所 有 元 素 а, 的 和 一 一 参看 $43 中 完备 格 
的 第 二 个 定义 ， 男 一 方面 ， 国定 足 码 & 和 Bp 并 依次 利用 不 等 式 
lag Sla, 格 的 Dedekind 性 以 及 分 解 (1) (2) 是 直 分 解 , 可 得 


a, Dla, + У аш ) 


У жа 5 s В 
= ü.g a » а, У ss ) 
yta д т В 


== aap (a.u, 十 > аз ) 


У а ó zB 


__ 1 
== бв У du 
8 =: д 


a = > "а, 


ас М 
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N АЖ®Ме)АЗ E, +) 


b= > a, FI У) d, , 


Я] бе=о. 
事实 上 , 利用 不 等 式 а,<а,, wx 天 有 ,而 后 用 一 下 完全 Dedekind 
格 的 定义 ( 即 等 式 (D)7), 我 们 可 得 
bc 一 > ,aq S) аз та. . TI üa = *» 'а,й.=0. 


дєй acM—N «cN &cN ЄЛ 


ПІ. £ 


а= У ‘ва, 


ас М 


而 集合 到 划分 成 互 不 相交 的 子 集 Ma, А 


Уа, =6ь, 


ас М р 


а= > bs. 


| f 
事实 上 , 元 素 a 是 元 素 0, 之 和 , 这 可 以 从 完备 格 的 定义 得 出 . 
另 一 方面 , 由 性 质 Н 可 得 


b,» b, = У ад. У! а.=0. 


y * f aCMg; аєм-м; 


IV. € 
а= 30 , 


并 对 每 一 w 选 定 元 素 cs, 使 得 
OSC Slas 
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-= 


则 所 有 元 素 с. 之 和 CC 是 它们 的 直 和 .只 要 有 一 个 ce T 48 E 83 
а.) JU, 2 A Та. 
事实 上 
Cat У Ce Ka, У 'а,=0. 


Ва Ва . 


车 是 c==a, 则 利用 格 的 Dedekind 性 ,对 任意 户外 
d, — ава — 05 > C477 C4 dg № Ca 


ZER 


а * В 
V. € 
а+а, Газ, 
А. 
а,<Ь< а, 
Я] 
b — a,-l-5a,. 
事实 上 , 利用 ( 卫 ), 可 得 
| b-—ba-—b(a,--a,) =а, + Ба». 
J — Jj itl 


а, Ба, <a a= 0. 
jd ШВА Dedekind f& 3 的 单位 元 之 一 个 直 分 解 
1 = Sa,. 


acM 
车 5 是 此 格 中 任意 一 个 元 素 , 则 称 元 素 
| bo, = a(b +H åa), (4) 
为 5 在 分 解 (3) 的 直 被 加 项 a。 中 的 分 支 , 这 里 а. MAI — FE As а. 
ЕВУ RECO ibl, 
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大 给 定 群 G 的 一 个 直 分 解 
а = А. 


m BEG 的 一 个 正规 子 群 , Д Вф 等 于 正规 子 群 日 在 分 解 (5) 的 直 
因子 A。 中 在 $17 意义 下 的 分 支 ， 事实 上 上 , ВЕНЕ 
b—a,ü,, aEA,, аЄА„ 


由 之 得 
а.=6а.', _ 
MER 5 的 分 支 a. BEXE А. 中 ， 也 在 积 ВА, р, Ec ШЖ 是 
交 А. ПВА, 中 任意 元 素 , 则 它 有 形 如 
xz—bà, 
的 记 法 , 因而 是 元 素 b 在 直 因子 4 的 分 支 . 
ЖӨ 到 自身 内 的 映射 , 它 把 任意 元 素 映 到 该 元 素 在 А, 中 的 分 
x, 显然 是 群 G 的 一 个 自 同 态 , 当 G 是 带 算 子 的 群 ， 它 也 是 带 算 子 
的 自 同 态 ， 对 所 有 a 得 到 的 这 些 自 同 态 叫 作 群 G 的 所 给 直 分 解 的 
自 同 态 ， 由 于 这 个 原因 在 我 们 这 个 一 般 情 形 也 称 格 仿 的 映射 Pas 
aEM， 为 直 分 解 (3) 的 自 同 态 ， 这 是 一 些 单调 映射 Ж b< М 
6ф,<сфФ.. | 
由 直 分 解 (3) 可 得 直 分 解 
1—a,-à,. 
元 素 在 此 分 解 的 直 被 加 项 &, 中 的 分 支 是 
by,—àa.(b-ra,) 
映射 o. 将 称 作 对 于 下 分 解 的 自 同 态 Ф. 的 补 映射 ， 
指出 映射 ,的 一 些 性 质 ， 由 (4) 直 接 有 : 
VY. Я 655, 
Бф. <а,. 


4; рга, ЛШ 
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| &ф„=а, 
УП. # <а,, M] 
bo, == р. 
事实 上 , 利用 (D) 有 : 
bg, —a,(b--dà,) =0 + а,а, =. 
УШ. 59,—0 5 AR% 6<а.. 
事实 上 , 59,—0, НХ b-Faa, kik VA 
| b à,— (b-ra,)a, T à,, (6) 
Нш (D) | 
0= Lb9,=a.(b a,) 
—a,[(5-- a,)a, а] 
= (54-d,)a, 4- a,à, 
= (b-ca,)a,. 
等 式 (6) 这 时 就 变 成 
b-ra,—d,, 
HE 5<а,. Бану НН( 4) 5. 
由 VI 和 VIII 得 | 
IX. ЧАТЕ ЛЕБАДНЕЯ М, о, 
bPa Pa = OPa a = 0, 
其 中 5 是 分 解 (3) 之 自 同 态 pa 的 补 映射 .7 
X. &EXkb4AUAR 9 M (3) f BUR dde 项 а, 的 23 
之 和 中 ， 
事实 上 , 因为 a, «c b--as, acc B, WARDAH 


> | bp, — Sa, (b+ā.) 


1) 这 里 以 及 后 面 , IZAR HE IK Oc F1 XB, 
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一 之 ,ao [| B+a)= [| (5+а„):>%&, 


六 I。 和 的 分 支 等 于 分 支 的 和 , 即 铬 


b= > bs 
月 


bg, —  5,9.. 
B 


事实 上 , Hd bb 得 bag, S bp., 因而 也 有 


S bape bPa. | 
В 
95—511, Н ХАУГ 
b = b, >» bpa tā., 

| B 6 

因而 利用 (4), (р) & VL 我 们 有 | 
pp.<( bpet a )e. = а, (3 бер. + а. ) 
DE В 


— > b, We 十 G,ü,— >. Ь»ф,. 
В B 
XII， 设 入 是 分 解 (3) 之 足 码 集合 用 的 子 集 ,而 


а= wa, а= У а„ 


ем аєм-м№ 
即 依 III 有 直 分 解 

1 一 4 十 5. (7) 
ЖЬЪЯЖЫНЕЛЕ, dab 是 它 在 直 分 解 (7) 之 被 加 项 4 中 的 
分 支 ， 则 

by bpa 


«CN 
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ЖИЫННЫН as ERR oH RT 


事实 上 , 因为 对 所 有 EN 有 


b +a<btita,, 
ИП 
ь+а<][[(%+а„), 
«ЕК 
故 由 <D) 有 
by =а(ь-а) <>a,- 11! (b+ а.) 
«cN «ЕМ 
— abd а.) 一 > bo. 
&ем аем 


ХІН. £bo,-—oc, 则 对 任意 元 素 C с «e, 必 有 元 素 D ,0 <р, 
È b paoe, 
事实 上 , 可 令 
b' —b(c'-rü,). | 
条 件 2 和 是 被 福 足 的 。 另 一 方面 ,利用 (D) (4) 以 及 等 式 са, = 
0, 后 者 是 由 不 等 式 с Бр, зо BAS, 我 们 便 有 
б'Ф„= а„(' +а,) = a,b OCC а.) + a4] 
= la| (bF aa) (C а.) - 
= с(с +8.) 
一 C" Кед, = с'. 
下 面 在 本 章 中 引用 下 分 解 及 其 自 同 态 的 性 质 I 一 和 II 时 将 不 
Е ВЯ Ж BR, | 
共同 接续 的 存在 ” 设 在 完全 Dedekind 格 S 中 给 定单 位 元 的 
两 个 直 分 解 : 


1 = 57а, = ль, | (8) 
a В 
把 这 些 分 解 的 自 同 态 顺 序 表 作 o. 和 0, 用 Pa RIR Pa B RUE BT. 
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定理 (Kypom[13]) 直 分 解 (8) 具 有 共同 接续 , 当 且 仅 当 对 任 
意 w 和 月 映射 egspe 把 单位 元 〈( 国 而 也 把 格 中 所 有 元 素 ) 映 成 需 ， 
即 是 
1ф.0,ф.=0. (9) 
МЕНЯ ИНН ES: 


1 一 57е, 


任意 с, 都 含 在 某 个 积 a.bs 中 , 因而 所 有 这 些 积 (对 所 有 w 和 ) 之 
和 等 于 单位 元 同时 此 和 还 是 直 和 。 这 是 因为 , 我们 有 


>. a,b, =5 (D ab ), 
а. В а В 
但 是 依 性 质 IV PB ЈЕ BUR, 这 之 后 再 用 一 下 性 质 ] 
便 得 .这 样 
1= Dl abs, (10) 
я, В | 
由 之 有 
а, == $^ аб. Dg= Saabs (11) 
有 a 
现在 来 计算 元 素 19。0s8:.， 依 VI 和 (11) 
19,4, У > а,б, 


уза fi 
由 之 利用 XI, УП М УШ, 我 们 有 


19,0,— 2,0, — У 'a,b,«ü,, 
因而 再 用 VII 便 得 (9). 
反 过 来 , 今 设 等 式 (9) 对 所 有 a 和 PB 都 成 立 ， 由 (8), VI 和 XI 
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有 
а. = > bPa 
B m 
我 们 利用 (9) 来 证 明 , 这 个 和 是 直 和 .实际 上 , 由 XI 和 DD 有 


D Фо и 人 Du 一 бф» у б Фа 


У + В 
— dalbo 十 а.) у a, (b, + 4.) 
= a, (55 4- üa) (b, а.) 
一 a, 5, (5, - й.) 十 à, | 
— ӣ.0 Ф. = 1$.0 Фа 
| = 0. 
这 样 
а. 一 У Dogpa 
. B 
再 依 1 便 得 耳 分 解 
| 1 = У‘. | (12) 
a, 
是 (8) 中 第 一 个 分 解 的 接续 . 
把 (12) 改 写成 形式 
1 = У Eer.) 
P 做 
并 注意 到 由 共有 
b, S Dog 


则 根据 (8) 和 1IV, 对 所 有 6B 我 们 有 


бв — “У бф. 
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这 样 , 直 分 解 (12) 也 是 (8) 中 第 二 个 分 解 的 继续 ， 定 理 证 完 . 
”现在 我 们 来 把 这 个 定理 用 到 群 上 ， 设 G 是 带 任意 算 子 系 的 娩 
县 给 定 它 的 两 个 直 分 解 . 


G = [T 4.- I[ В» (13) 


用 Pa 0, ў ЧЕ 中 每 一 元 素 顺 序 映 到 它 在 А. 中 的 ,在 В, 
中 的 以 及 在 A= TT 4s 中 的 分 支 上 的 映射 前面 我 们 已 经 知道 ， 


ystax 


"el 1E REG 的 带 算 子 的 自 同 态 对 应 ， 

XX FE, BR. 9.0.0, 也 是 带 算 子 的 自 同 态 对 应 ， 今 证 , 它 把 群 G 
的 任意 元 素 映 入 此 群 的 中 心中 ， 因 而 把 整个 群 G 映 到 中 心 的 容许 
子 群 上 .还 在 8$ 17 时 我 们 就 已 知道 , 群 中 可 换 元 素 的 分 支 本 身 也 
是 相互 可 的 的 ,因而 , 着 给 定 两 个 可 换 元 素 ， 则 其 中 之 一 的 分 支 与 

一 个 元 素 可 换 . 设 9 是 群 G 的 任意 一 个 元 素 ， 此 时 元 素 gPa ТЕА. 
中 国 而 和 А, 中 每 一 元 素 可 换 ， 由 之 得 它 在 (13) 的 第 二 个 分 解 的 
ЕН В, 中 的 分 支 , 也 就 是 元 素 99.0, ИЖ А, 中 每 一 元 素 可 换 . 
最 后 , 这 件 事 对 元 素 Paba 也 是 成 立 的 , 又 因为 这 元 素 本 身 在 А. 
rh. 故 它 应 在 直 因 子 A. 的 中 心 内 ， 亦 即 在 群 G 的 中 心 内 . 

我 们 将 称 带 算 子 的 群 G 的 中 心 内 所 有 容许 子 群 之 并 为 它 的 容 
许 中 心 .由 $14 知道 ， 群 的 中 心 不 永 远 是 容许 的 , 因而 容许 中 心 是 
可 以 小 于 群 的 中 心 的 ， 由 上 面 证 得 的 定理 可 得 下 面 结果 
(Fitting[ 3], Курощш[5]). 

设 人 是 一 个 带 任 意 算 子 系 的 群 ， 如 果 映 入 单位 元 的 映射 是 群 
G( 或 者 , 完全 一 样 地 ，G 关于 其 换 位 子 群 的 商 群 ) 到 其 容许 中 心 之 


唯一 的 带 算 子 的 同 态 对 应 "), 则 此 群 G 的 任意 两 个 直 分 解 具有 共同 


1) 在 $47 还 将 过 到 有 此 性 质 的 群 ,约定 称 之 为 了- 群 ， 


“LL т 
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的 接续 ， 
特别 ,如 果 一 个 群 没 有 中 心 (或 者 ,在 带 算 子 的 情形 ,只 要 没有 
容许 中 心 ), 或 者 如 果 一 个 群 和 其 换 位 子 群 相 重合 ， 则 这 样 群 的 任 
意 两 个 直 分 解 有 共同 接续 . (参看 补充 5. 2) 


$46. 辅助 引 理 
设 在 完全 Dedekind 格 妨 中 给 出 单位 元 的 两 个 直 分 解 ， 每 一 
个 有 两 个 被 加 项 
1=а,‚,--а,=Ь,--6, (1) 
把 这 些 分 解 的 自 同 态 顺 序 记 作 pi ps fü Ө,, 0, 而 来 证 明 一 系列 引 
Яй, 它们 将 在 下 一 地 证 明基 本 定理 时 被 用 到 . 
521 ЯНЕЛЕ 2665 1% 
z0,9,0, = x0,9,0,. 
在 此 等 式 中 对 调和 外 #9 0,, жж 0 de p da f$ 5| 05 — ЗАЖАЖ 
x. 
实际 上 , 由 于 x01 专 51 和 条 件 (D) 有 
10,9,0,—6,[a,(x0,4- a) tb] 
—b. r0 +a, (z0 +a) +, ] 
==ф„[ (x0, +a;,) (x0, +a:)+b,]l. 
还 知 在 所 得 的 这 个 表示 式 中 元 素 au а, 的 地 位 是 对 称 的 ， 
922 Æ rxa,, Ш 
40,9,0,9, = 20,9,0,9,, 
亦 即 对 于 含 在 4 中 的 元 素 映 射 Op Op, 是 可 换 的 . 
实际 上 , 重复 使 用 引 理 1 ELA h 性质 УП ЕТА ZZ SS AX xv: 
便 有 
| 10,Ф.0.Ф,2-2ф,0,Ф,0,Ф, 
= 1Ф.0,ф,02Ф! 
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= 290,909, 
—z9,0,9,0,9, 
— z0,9,0,9,. 

X 160) =1,2) ще, k=1,2, e 考察 (1) 中 第 一 个 分 解 的 
直 被 加 项 Qi. пу, k—1,2, +, EA Ра, 内 的 所 有 具 性 质 x(0,91)” 
- 08370638 x 的 和 , 此 处 (9,91)" ВЯ Өф, у КІ. RUR, 
用 г, #=1,2, =, 表示 所 有 这 样 的 元 素 % 的 和 ,其 中 x=al 且 
r(0,9,)* —0, HT XI 

nii (059) —0, n1? (0,9,)* =0 (2) 
путу Стр, J51, 2. (3) 
其 次 , 设 ?各 是 所 有 这 样 的 元 素 z 的 和 , 其 中 ха, Н. 
1(0,9,0,9,)* =0, {ЛЖ 
л (0,9,0,9,)" —0 (4) 
n, түе mcm les (5) 
引 理 3 пот, j—1,2, k=1, 2- 
例如 看 j==1 的 情形 ， 应 用 35| 理 2 和 (2) 中 第 一 个 等 式 , 得 
nii (0,910,9,)" =n Cap)" (0,9,)* =0(0,ф1)* =0, 
即 an se. 
51284 X axa, M% k=l, 2 … 时 有 不 等 式 
zxzx(0,9,)* 4 2(0,9))* Op) +2(0,Фф,)° Op)" 
十 十 (0.91)*.、 (6) 
实际 上 , ХАЯ 
2Z<20 + 20,, 
因而 依 XI 有 
z-—ap x (20+ 20„)фр,= х@үфр,-Е x0,9,, 
B3 #=1 时 证 明了 不 等 式 (6)， 者 它 对 给 定 的 + 已 证 明了 ， 则 对 
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k--1 情形 的 证 明 可 这 样 来 进行 : 把 关系 式 (6) 右 侧 中 的 每 一 被 加 
项 换 成 它 在 上 映射 6.p1 ЯП Өф, 下 的 象 的 和 , 如 已 证 过 的 这样 作 只 
能 加 强 该 不 等 式 , 然后 用 一 下 引 理 2 再 把 同类 项 合并 在 -- 鼎 ， 

引 理 5 поп рд k=1, 2, 

依 引 理 4 


п SNI OP t R OPa. 
但 是 由 (4) 和 引 理 2 得 
(n; 0,9,)0,9, =0, (n1 #„ф,)Ө,фр,=0, 
an 
ni OP пу, 0p, mni. 
这 样 ，5|[ 理 对 《=1 已 证 . 设 它 对 《一 1 已 证 .应 用 5| 理 4 而 用 元 
mni ЖА 2. 由 (4) 得 
[п (0,9,)" 1(059,)* ==0, 
ИП 21^ (0,9,)* «ni DAR [a] КЕНЕ 219 (0ф,)“ <. BETRE) 
布 侧 中 其 余 各 被 加 项 ， 则 所 有 它们 在 映射 (9,9.9.91) 下 已 变 成 
"ECC. 即 是 都 包含 在 za о, ВАЧ, 都 包含 在 Di 
а is 再 由 (3) 就 都 在 nent T 
引 理 6 nÈ nip =0, k, 1[=1,2, ... 
x 
2а nip, 
ИП 
х(б›ф,)* —2(0,9,)' —0. 
dE k—i-—1, МН 2<20,ф, + х0,ф, 和 x0,9,—20,p,—0, { 
z—0, РУ fud k-ti EAER. Ан E— 1, 则 由 
2(0,9,) (0,9,)* =0 
和 
z (Op) (0,9,)* =r p) Op) =0 
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$8 x(0,9,) 0, Ш Jb № 2(0,9,)' = 03E 6 I 1-7 Ur US. 
z--0. 

H12[283, 5 和 6 得 

5| 理 7 лу =n hn, k=1, 2w 

对 于 直 被 加 项 а, 我 们 引进 了 元 素 111, 012 $0.07, 同样 地 , 对 
于 直 被 加 项 as 相应 引进 的 元 素 记 作 222, 022 7. ШЕРОН 
二 个 分 解 的 直 被 加 项 8;, 7 二 1,2 一 一 记 作 туг, тр, тр’. РН 
这 些 元 素 与 上 面 证 过 的 引 理 相 类 似 的 引 理 都 是 成 立 的 . 

引 理 8 nn 二 mm ,=1,2,.… 

实际 上 , 有 反复 应 用 5l 埋 1 以 及 利用 等 式 ть (299.9201) 三 0. 
得 


(тї?ф,)(0,ф,Өф,)* = (mPp) Opp)" 
= (тї?фр,)(@үф„»Өүф\)* 
=m E (p0 p281) Pı 
| -0 
ЛЕНА Г, mPp ту, МА mi? gp <а,, 类似 地 有 miP ox. 
由 此 以 及 由 тут, dmi: 得 不 等 式 
mi xy. rn. | 
用 ту ЖЕ АУ ЖААН, ML. 125—241. НТ 对 称 性 也 
有 
потеть”, 621,2, 
引 理 9 тпг?Ө,<тү?,ЁБ=1,2, + 
实际 上 , 利用 УП, 5| 理 1 和 等 式 (2) 有 
nip OCP)" = ni? 9,0,(9,0,)" —ni? p10 p0)" 
= cnp Op) 0,—ni? (0ф,) 0, 
= 0), 
又 因为 ni 0,6, f nip O0 пир. 
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引 理 10 niP(mi? 4 m; ?)=0, k=1, 2, *-- 
把 要 证 的 等 式 左 侧记 作 x, XXI f SIR 9, 
z0,« nii 0 тг. 
5—58, fk XI dmn VIL 
z0, (mi?! -m;7)0,— mi?0,— mis, 
因为 mi °0,<0,0,=0. НИ, 注意 到 ?| 理 6 便 有 
20, ти! «mi? ==0. 
由 之 20,9,—0, XAH хр sa, К хп». iXTEÉIHSIBROUN 
LLN P enia 0. 
5138 11 тір<тр фт), k=l, 2, = 
首先 设 8 三 1， 因 为 miueg4).—0, К VHI, mpb Bid 
由 
(т\үф»)(ф,б»„)=т\(‹фр„»фр,)Ө,=0 
(参看 IX) 有 不 等 式 
m9» то». 
另 一 方面 , 依 5| 理 9， 但 把 (1) 中 第 一 个 分 解 和 第 二 个 分 解 的 位 置 
对 调 , 有 
mp mni, 
因此 
m; mi qi mi gini, T т», 
设 已 对 一 1 证 明了 我 们 的 结论 ， 我 们 知道 
MIE SMI? e Tm P2, 
并 且 依 引 理 9 还 有 mi py. 
я— if. 
mij фә түү 930, T mi ss, 
因为 mir ph xb, АМ 
(mi? p201) (9,0,)* 1 =mi (9,0,)^ —0, 
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nd 
mi? Өту P, 
因而 由 归纳 假设 有 
тү? фт? O -Hmi O Kni -H mip. 
最 后 
mii 958, 0,, 
且 依 5| 理 1 有 


— (mi P202) (p,0,)* = mi (950, (9,0,)* 
—c—mip(g6,(p,0,) =0, 

ИҢ mPp SmE, BREE. 

我 们 约定 , HSR e 具有 主 列 ， 如 果 位 于 0 和 c 之 间 的 ， 
JR BD dis А. 

IET ET, 
HAIR xz 组 成 的 子 格 5, 具有 主 列 ， 如 我 们 所 知 ， 这 等 价 于 : 
РЖ 5。 中 元 素 的 所 有 升 和 降 链 都 是 中 断 的 . 
现在 我 们 作 如 下 的 假设 , 它 一 直到 本 节 之 末 都 保持 有 效 . 

(A) 映射 pi0pibpi t ==1, 2 42 0;9,0;,9505, ) —1, 2, Af dm, $ 

位 元 映 到 具有 主 列 的 元 素 上 . 


SLAR 
9:019;0:9 =N. 
5138 12 元 素 1, 17, 1^, +, 105, 480 3E FE 7] 
1122 emu me (7) 
存在 有 Ko, 使 得 
into = ln" ot! 66 (8) 
若 引 入 记号 
а, = inf? 


Я 由 r<, 20-0 可 得 2 一 0， 
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实际 上 , (7) 可 由 映射 了 了 的 单调 性 可 得 , 而 其 有 性 质 (8) 的 指数 
to 的 存在 由 假设 (4) 可 得 ， 今 证 引 理 的 第 三 个 结论 ， 设 Ord 
是.x7 二 0， 因 为 依 (8) 

217) = й\, 
ШН <r A @,-=0. ЛВ НЕМ XIII п] An f£ YE 7035 У, 
y 委 5， 使 得 
4/1] — х. 
因为 依 XI 
(2+0) = 21 tyn = у= 
故 可 认定 gz， 并 且 这 个 不 等 式 是 严格 的 ， 这 样 继续 下 去 我 们 在 
元 素 а, 中 , 因而 在 元 素 17 中 作出 了 无 限 递 增 元 素 叙 别 ， 而 这 和 假 
БЕСА) ЖЕНУ. 
5| #13 лү =prit t =... 
事实 上 , 对 任意 日 然 数 ! 
A Юу 0<5175о= йү, 
ЇН 
nj ө Өлү = (nit tOn) сє 0), 
因此 依 前 一 个 5l 理 有 
ni tOn o =0, 
即 ni опре, ВМ (5) НЮ. 

9138 14 nijo = ništ D = e, j=l, 2. 

这 由 (3), 5 [BR 7 $n 13 DAR PEIR ТУ 即 得 , 

把 递增 序列 (5) 和 (C3) 的 和 顺序 表 为 2 л, 31,2, XT 
Жж G2 的 相应 元 素 将 记 作 1% 和 ?ai 7) 王 1 2， 而 关于 元 素 b, i= 
1,2, 的 相应 元 素 记 作 т; 和 mi;;, 2—1,2, 3 引 理 13 和 14 使 得 我 们 
uf JAS[88 7 和 85| 出 下 面 结 果 : 


=й; По, M =M EMi i — 1, 2, | (9) 
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л. лә =M; F ms (10) 
用 ”表示 等 于 此 最 后 一 个 等 式 之 左 侧 和 右 便 的 元 素 . 因为 
1,715. 0,05 — 0, 
以 及 类 似 地 
MM =Ù, 
BON v RITE PIT НЯ, 
v=n; 4n =m A-Ma (11) 
应 用 (9), 我 们 得 到 这 些 百 分 解 的 两 个 接续 : 
9 — n4, 4-045 4-15, Ane — m, - mi; ]- ms, - mss (12) 
P di ЖЕЗ ЕН AE. 
51815 在 直 分 解 (12) P X п, 和 Wi ЖЖ ny 和 mss 
Пу 和 Miz, Tig 和 тоз 可 以 互相 代替 ， 
事实 上 , 由 于 3| 理 13 和 14 从 5 引 理 10 和 11 可 得 等 式 
nin(mizt ms) =0, 
Mi SRi: t Moe, 
即 由 于 (12) 和 (9) 有 
V =Ni -Fmi Hmo 4-2. 
因而 , ТЕЗ А, (12) В) т, п: 代替 了 ii， 按照 对 称 的 理由 ， 有 
下 面 的 直 分 解 : 
V=M Р-Р 1-Е Я. = 
НХ, Ж ЖЕЙ, 7038 п ЯП т», 也 具有 和 п, 和 il 间 同 样 的 相 
HR. 这样 也 束 证 明了 引 理 的 所 有 结论 . 
5| 理 16 па, = 0. 
因为 依 引 理 13, п, = ni^ 9, 故 
(2151)7 = 0. 
由 此 以 及 5l 理 12 的 最 后 一 个 结论 便 得 本 引 理 . 
5133 17 à,0m,495,)—0, < (m, +b,ı)=0 
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实际 上 , RSA RS 


аСт, ib) =z. 
依 3| 理 13 有 ko 使 得 m =mi”, И 
£C p0p)  »*' xz Oni +b) (0,9,0,9,)* **! 
=m 9 (0,9,0,9,) ** c b,(019,0,9,)"**'. 
右 侧 第 二 项 等 于 0, 因为 6.01 二 0， 另 一 方面 , 利用 引 理 1, FA 
m; 90,—m;'? 
以 及 元 素 Wi "的 定义 有 
тү oOipi02pD »*' —mj*9(0,9,0,p,)* »*! 
= mi^ 9 (9,0,9,0,)* *p,0,o, — 0. 
因此 z(0,0,09,9,)'»* —0, XAA та, 故 z 魏 2。 另 一 方面 ， 我 
PADE rsca, 因此 , 由 前 一 个 引 理 有 


因为 
a,(0,9,0,9,)* + —a,(0,9,0,9,)" **!, 
改 引 理 的 第 二 个 结论 可 用 同样 的 方法 证 明 ， 
”最 后 , 我 们 再 作 两 个 假设 : 
(B) ix 
a; —7,-1-ü;, 0 —1,2, 
b;—m;4-b5;, ) - 1,2, 
(C) i$ | | 
b <ã; bs, b xd, +b, $ 1,2, 
d, b; а», dj b; а, 2 — 1, 2. | 
假设 (8) 和 3| 理 16, 以 及 对 下 分 解 (1) 的 其 他 各 被 加 项 的 相应 
SPESIE FAH EDRR: 
a; =n; Ра, i =1,2, 
b;=m;+b; )—1,2. | 
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由 之 以 及 由 等 式 (9) 我 们 得 到 对 原 给 直 分 解 (1) 的 下 面 这 些 接续 : 

1—n,,L-2,52-à, 4-2, 4-n,, -à, = m,,--m,, 1-5, 

+m 4-m;5-- b2. (13) 

5 |28 18 直 分 解 (13) 的 两 组 直 被 加 项 之 间 可 以 建立 一 个 相 
互 单 值 对 应 ,使 得 相对 应 的 被 加 项 可 以 相互 代替 , 

对 于 在 元 素 » 的 下 分解 (12) 中 出 现 的 被 加 项 ， 这 个 引 理 已 在 
SRE 15 中 证 过 了 ,并 且 在 我 们 这 个 一 般 情形 下 仍 是 有 效 和 的 ， 因 为 
分 解 (13) 是 下 面 直 分 解 的 接续 

1 —v-Ld,-Là, —v-1I-5, 1. 5,. 
另 一 方面 , 假设 (C) 和 3 引 | 理 17 HH, (13) 中 第 二 个 分 解 的 下 被 加 
Mb, 2* 的 任意 一 个 可 以 由 第 一 个 分 解 的 被 加 项 2 а 的 每 一 个 来 
ОЕ Н.В НХ. 
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我 们 的 目的 是 证 明 下 面 定 理 (Kypom[16]). 

设 带 任意 算 子 系 的 群 @G 上 具有 下 面 性 质 ， 群 G 的 容许 中 心 的 任 
意 ( 容 许 ) 子 群 , 若 群 @ 本 身 ( 或 者 , 完全 一 样 地 ，@ 关 于 换 位 子 群 的 
商 群 ) 可 同 态 地 映 到 其 上 , 则 它 作 为 带 算 子 的 群 具 有 主 列 .， 这 时 对 
EEG 的 任意 两 个 直 分 解 都 存在 有 中 心 同 构 的 接续 ， 

首先 考察 每 一 个 直 分 解 都 恰 有 两 个 因子 的 情形 ， 在 这 种 情形 
定理 的 结论 可 立刻 由 前 一 节 中 的 引 理 18 得 出 ， 仅 需 证 明 , 群 G 的 
正规 子 群 格 满足 假设 (4), CB) RICO), 

这 样 , 设 给 定 分 解 

G—A,x А, = В, х В, (1) 

XX 99 RRI E [8] SL p Ф $10, 0, XX, | 

RIZA) 如 我 们 由 $45 中 知道 的 ， 映 射 0p10。 是 带 算 子 的 
НА, 把 群 G 映 入 容许 中 心 。 这 对 于 映射 910,910s 就 更 是 对 的 


$47. 基本 定理 127 


7T. 5—58, НАЖ 91 把 中 心 的 子 群 映 到 中 心 的 子 群 上 ， 这 是 
因为 中 心 之 元 素 的 分 支 也 属于 中 心 ， 因 此 ，Gepi0ipi0sp， 还 有 
Gp20192029 #1 G0;9,0;,9,0;, 2 —1, 2, 都 是 中 心 的 容许 子 群 ， 因 而 
(4) 由 定理 的 已 给 条 件 得 出 . 

假设 (B) 我 们 下 面 将 把 n dna КЕМ ЖА, В 


НҢ . 
A= (Vi 4}. 
若 а, 是 А, 中 任意 元 素 , 则 由 引 理 12, 
ап‘ °Є А,. 


但 是 А,“ = A, Е А, 中 存在 元 素 а,, 使 得 
an". — a,n* v. 
由 之 有 
(а; a,)n^*—1, 
HI EE [38 13 aia EN, Ма: {М№,, 4}. 
假设 (C) 将 把 Б, Б В, 需要 证 明 包 含 关系 -， 
В,С (A, B2}. “ . (2) 
ik cde 8, 中 任意 元 素 ， 因 为 
В,(ф:91ф:0,) = В, 
故 在 В, 有 元 素 y, 使得。 
y9,0,9,0, = х. 
另 一 方面 ， 设 k 是 一 个 数 ， 它 对 В, 所 起 的 作用 就 相当 于 数 ko 在 
引 理 12 中 对 于 А, 所 起 的 作用 ; Fb 表示 这 两 个 数 中 的 最 大 者 .此 
时 在 В, 中 存在 元 素 bi, 使 得 
b,(9,0,9,0,)* =y. (3) 
依次 把 相应 的 元 素 通过 它们 在 (1) 的 第 一 和 第 二 分 解 中 的 分 支 表 
示 出 来 , EA | | 
y9:—99,0,:99,0;—99,0,9, '#Ф,8\ф›, уф» 
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—349,0,9,:99,019;0,:99,0,9,0;- уф 10,. 
由 之 得 
z-—y9,0,9,0,— (y9i0191) YP UPO) (g9,0,9,0,) 1. (4) 
最 后 等 式 右 侧 的 最 后 两 个 因子 显然 属 十 Bs. 今 证 , 属于 А, ВЈ 
前 面 两 个 因子 包含 在 А, 中 .为 此 要 把 前 一 节 中 引 理 1 和 2 和 弄 得 
精确 一 些 ， 因 为 我 们 要 把 它们 用 到 和 群 的 元 素 上 ， 而 不 是 它 的 子 群 
E | | 
ABRI 对 住 意 元 素 ЕС, 
z0,9,0; —z !0,9.06,. 
由 上 上 式 中 交换 内 和 bo 以 及 和 Hp 的 地 位 而 得 到 的 等 式 也 都 是 感 
>. 的. 
实际 上 , 因为 
20,==20,үф,-0\фщ», 


х@0,ф\0»+0,ф,0›= (10,9,-20,9,)0; —20,0, — 1. 
5122 落 元 素 2 $4 A, Ф, 则 
z019,0,9, — 20,9,0,9,. 
它 的 证 明和 对 5| 理 2 的 一 样 , 此 时 应 当 注 意 , 在 证 明 过 程 中 将 
不 得 不 四 次 使 用 引 理 1. 
我 们 现在 回 到 等 式 (4)， 利 用 (3) 和 5| 理 1 和 2 ,可 得 
49,77 5,0(9,0,9,0,))* p= (Ь,ф,) 0.9.0.9,)° 
—(5b,0,)(0,9,0,9,))* €Ay 
YPO p: — b, (9,0,9,0,) 9,0,9,— bP) (0,9,0,9,)" 0,9, 
= (bp) (0,9,0,9,)^ 0,9, 
= (b,9,0,0,) (0,9,0,p,)" € A,. | 
这 就 证 明了 包含 关系 (2). 假设 (C ) 的 其 他 结论 可 相应 地 证 
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现在 来 考察 群 G 的 两 个 具有 任意 有 限 多 个 因子 的 直 分 解 : 
G-—A,xA.x--xA,—B,x Box х В,, (5) 
并 对 和 + ЕЯ ЕЖЕ ИЕН ХЛ (5-Е A ЖИ Г НУ НЗ 218] 251% 
续 : 每 一 4A;, i 二 1, 2,…, 上 分 解 成 1 个 因子 的 来 积 ， 每 一 Bj 91, 
2;,…，7 分 解 成 下 个 因子 的 乘积 (然而 ， 其 中 的 某 些 可 能 等 于 五) 
ри cP EPIS E, Фя 
分 解 中 的 两 个 因子 不 会 和 同一 个 B; Z8 v9 B8 FX E. 
这个 结论 jl 二 4 了 时 是 对 的 ， 因 为 当 《=1, Ф=3 K k=, 
1 二 1 时 这 是 显然 的 , 而 当 В =1=2 时 由 上 上 面 证 过 的 香 出 ， 实际 上 ， 
在 我 们 这 个 情形 , 只 要 在 前 一 节 的 分 解 式 (13) 中 , 例如 ， 将 АЖ 
№11, А #1 №2», В, Я М АМ B: М Mos 合并 在 一 起 ， 这 样 (13) 
下 变 成 (1) 的 中 心 同 构 的 接续 , 且 满 足 上 面 提 出 的 条 件 . 
Ве kt 224, 并 设 对 于 任意 满足 定理 条 件 的 群 ,以 及 对 于 它 的 
所 有 其 下 因子 总 数 小 于 + 的 豆 分 解 对 ， 我 们 的 结论 已 经 证 明 . 


=. 例如 8 一 2, 则 51 人 记号 
Аз 1= A, aX Ár (6) 


此 时 直 分 解 
С= А, х А. Xx ХА;_,=В,ЖВ, x x В, 
依 归纳 假设 具有 中 心 同 构 的 接续 : 
а= (А.х X А) X (Az, X im X Ag) X eee 
| x (Af ua X rm х AT uu) 
= (В, х: ХВ, 1) X (Ba, X +++ х В) х 
X (В, X n X By). 
因为 群 AZ... EARE G 的 直 因 子 也 满足 我 们 定理 的 条 件 且 2-1 
kit, Ж А; 的 两 个 直 分 解 , 即 拍 (6) 和 
АЎ = Аж „хх Ай un 


具有 中 心 同 构 接续 
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АФ у= (А, 1х ХА, p) X CA X X Ar) 
= (Až noX Аль) Xs X (А ugs X Ай уз). 
Ж Акы Вуь-ь J51, 2, e, E 且 若 这 个 中 心 同 构 把 直 分 解 
| Ag 1,377 Ák -1951 X Ák coi 
对 应 于 直 分 解 
Bj,y i7 Bj iX Bins 
则 显然 直 分 解 
G = (А,, х X Ау) х (Ах. ЖА) Xe 
e X (År pX x А„_) х (А„,х+++х Ав) 
=(B Xx x B11 X Bi,,_1,2) 
X(B, x XB,, s); X Bou uo X *** 
х(В,, х. х B, six Bui 12) 
它 就 是 所 要 求 的 分 解 (5) 的 中 心 同 构 接续 . 
为 了 结束 定理 的 证 明 , 我 们 剩 下 该 考察 的 是 , 群 G 的 直 分 解 具 
有 无 限 多 个 因子 的 情形 . 利用 在 $ 45 末 引 入 的 了 - 群 的 概念 ,以 及 
在 那里 所 证 的 关于 这 些 群 的 定理 , 我 们 先 来 证 下 面 阙 个 引 理 , 在 其 
中 的 第 一 个 中 不 要 求 群 G 满足 基 本 定理 叙述 的 那些 条 件 . ，- 
5138 19(Головин[1]) 设 给 定 具 任意 算 子 系 的 一 个 群 G 的 


两 个 直 分 解 ， 


G = [а.х Пс,=Пв,х IT», (7) 
a Y в à 


G =][А„хС= II5,«» (8) 
а 8 
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共有 中 心 同 构 接续 , 则 原 给 的 直 分 解 (7) 也 上 有 具有 中 心 同 构 的 接续 . 
事实 上 , 依 假设 , 下 分 解 (8) 有 中 心 同 构 接续 


G = ЦА. x Ie. в» x IL»: (9) 


其 中 
Пс:=с, [  ®=в. 
НС F-RE, с $ 45 中 证 过 的 , 它 的 直 分 解 
C=TTc,=TTc: 
有 具有 共同 接续 | | 
с = с". 
ew оок) а, ЗЕНА 
(9) 的 第 二 个 分 解 式 中 与 之 中 心 同 构 的 因子 , 便 得 群 G 的 两 个 新 的 
中 心 同 构 的 分 解 : 
а= Цльх Цо вх Це, ао 
其 中 | | i | | 
Пэ =. 
Е-% РЕ Е | 
р = Цр,- [ 


джин. ШЕКЕ (ПО) Ж S fest TT o? 并 相应 地 
é 


132 Ж АЛА. № 
分 解 在 (10) 中 第 一 个 分 解 式 的 与 之 中 心 同 构 的 因子 ， 我 们 便 得 到 
楼 求 的 给 定 直 分 解 (7) 的 中 心 同 构 接 续 . 

引 理 20 若 群 G 满 足 基 本 定理 的 条 件 ， 则 由 此 群 的 任意 直 分 
解 可 以 去 择 有 限 个 直 因 子 , 使 得 所 剩 下 的 因子 之 积 是 丰 - 群 . 

事实 上 , 设 给 定 群 G 的 一 个 任意 的 直 分 解 ， 今 证 , 在 此 分 解 中 
只 含有 有 限 个 具 下 面 性 质 的 因子 : 对 其 中 每 一 个 因子 都 有 此 分 解 
中 无 限 多 个 直 因 子 ， 它 们 关于 自己 的 换 位 子 群 的 商 群 可 以 非 平 凡 
地 同 态 地 上 映 入 这 个 因子 的 容许 中 心 内 ， 实 际 上 , 若 不 然 的 话 , 则 就 
能 指出 可 数 个 直 因 子 ， 它 们 关于 换 位 子 群 的 商 群 可 以 被 非 平 凡 地 
映 入 不 同 的 直 因 子 的 容许 中 心中 ， 但 是 这 将 引出 存在 整个 群 G 关 
于 其 换 位 子 群 的 商 群 到 GG 的 容许 中 心 之 一 个 子 群 上 的 同 态 对 应 且 
这 个 子 群 是 可 数 多 个 子 群 的 直 积 ， Am E ABE RU ЕЗ], 然而 这 是 
TUE BS ВЕРЕН ЛА ВО. 

存 给 定 的 直 分 解 中 去 掉 前 段 中 所 谈 的 那些 下 因子 , 而 来 证 明 ， 
现在 总 起 来 只 有 有 限 个 因子 ， 它 们 关于 换 位 子 群 的 商 群 能 被 非 平 
凡 地 了 上映 和 人 随便 一 个 (其 余 ) 因子 的 容许 中 心 内 .事实 上 上 , 如 果 这 样 的 
因子 有 无 限 多 个 ， 则 注意 到 现在 只 有 有 限 个 上 示 类 型 的 商 和 群 能 够 
被 非 平 几 地 上 映 入 每 一 个 剩 下 因子 的 容许 中 心中 ， 我 们 又 能 指出 可 
数 个 下 因子， 它们 关于 换 位 子 群 的 商 群 可 被 非 平凡 地 上 映 入 不 同 的 
直 因 子 的 容许 中 心中 ， 而 这 又 是 和 定理 的 假设 矛盾 ， 若 我 们 把 这 
些 因 了 和子 (共有 限 个 ) 也 去 掉 , 则 易 见 剩 下 因子 的 乘积 便 是 一 个 不 -和 群 
Т. 

引 理 19 和 20 把 基本 定理 的 一 般 情形 归结 为 上 面 讨论 过 的 具 
有 限 个 直 因 子 之 分 解 的 悄 形 ， 这 样 就 结束 了 定理 的 证 明 ， 

如 条 群 人 好 的 容许 中 心 或 者 是 它 关 于 换 位 子 群 的 商 群 本 身 具 有 
主 列 , 则 基本 定理 的 条 件 显 然 是 被 满足 的 。 由 此 便 已 可 推 得 

Шмидт 定理 ， 若 带 任 意 算 子 系 的 群 具 有 主 列 , 则 此 群 的 任意 
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两 个 具 不 可 分 解 因子 的 直 分 解 中 心 同 构 . 
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由 于 Шмидт 定理 的 重要 性 , 我 们 来 给 出 它 的 一 个 直接 证 BR, 
只 是 在 次 要 的 一 些 细节 上 和 IIJwManrr4] 中 的 证 明 稍 异 ， 在 进行 证 
明 时 ， 本 质 上 利用 了 任意 算 子 域 的 存在 性 以 及 由 之 而 得 到 的 可 以 
局 限于 只 考虑 关于 此 算 子 域 容 许 的 子 群 ， 进 行 这 个 证 明 而 不 利用 
算 了 于 ， 则 将 要 求 以 更 强 的 假设 来 代替 关于 主 列 存在 的 假设 ， 即 假 
设 在 群 中 存在 合成 列 . 

首先 指出 , 为 了 证 明定 理 只 需 证 明 , 两 个 任意 具 不 可 分 解 因 子 
的 分 解 ， 其 中 一 个 的 任 一 个 直 因 子 可 以 替换 另 一 个 分 解 的 某 个 直 
因子 ， 因 为 这 时 替换 一 组 直 因 子 就 可 以 通过 依次 替换 单个 的 因子 
来 实现 ,而 为 了 证 明定 理 , 只 要 取 第 一 个 分 解 中 的 所 有 因子 作为 应 
替换 的 因子 集 职 行 了 ， 我 们 将 用 归纳 法 来 证 ， 假 设 对 于 其 主 列 之 
长 度 较 群 G 的 为 小 的 群 , 我 们 的 结论 已 被 证 明 ， 实 际 上 , 主 列 之 长 
EST 1 的 群 是 单 群 (关于 给 定 的 算 子 域 ) 因 而 是 不 可 分 解 的 ， 盈 
对 于 它们 而 言 定 理 是 显然 成 立 的 , 

其 次 , 我 们 作 这 样 假定 : EE G 的 所 有 内 自 同 构 并 到 算 子 域 上 
去 ， 由 于 这 个 假定 ， 现 在 群 G 的 容许 群 仅 是 在 原来 算 子 域 容许 的 
正规 子 群 一 一 这 件 事 在 下 面 应 用 时 将 不 作 特 别 声 明 .， 同时 我 们 这 
样 改变 算 子 域 对 群 G 的 直 分 解 没 有 任何 影响 ， 因 为 群 的 直 因 子 是 
它 的 正规 子 群 ; 因而 , 从 我 们 的 目的 来 看 这 个 改变 是 宪 全 合法 的 . 

在 我 们 这 样 选择 算 子 域 下 主 列 的 概念 就 与 合成 列 的 概念 是 一 
致 的 ， 这 就 使 我 们 有 可 能 使 用 '$ 16 中 对 于 合成 列 得 到 的 结果 ， 这 
RE, 群 @G 的 容许 真子 群 , 当 看 作 带 有 和 CG 相 同 的 其 子 域 的 群 时 ， 县 
有 主 列 , 其 长 度 较 G 的 小 , 亦 即 对 于 它们 , 我 们 的 定理 已 经 证 明 . 其 
次 指出 , ARATE AMBRE- -ERERET EG, A DSANB 
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并 把 群 G, A, B 和 DD 的 主 列 之 长 度 顺 序 表 作 1,1, 1, МГ, W 
[=1,+1.-—Г.. (1) 
实际 上 , 车 h ERE G/ A 的 主 列 之 长 度 , 则 如 $ 16 中 所 示 , [= 1, 
11; 但 依 同 构 定 理 G/A=B/D, hz =Ь-Г. mE, & a= 
Ах B, ж D— E, WI 


| {= і, +- ds. | (2) 
有 了 这 些 准 备 之 后 现在 转 来 进行 证 明 ， 设 
@б=нН,хнН„х.+хН„=Ё,хЁх++ ХР. (3) 


是 群 G Bg PAP АЛЕН TR) ELA. ТЕРНЕР Н. 
用 P; 表示 子 群 Н, 在 第 二 个 分 解 的 直 因 子 F: 中 的 分 支 . ЗЕБ 
至 少 有 一 个 ;使 于 和 妊 Fi ЯТР, ИРИ 


G=F x Fz X x Fa (4) 
Ра. B НСС, 故 依 8 17 中 的 УП 有 
G-— H,xD, (5) 


Жү D-—G(Y(H,x--x H.) ЖЕ G, 依 归纳 假设 ， 定 理 已 证 , 即 
当 把 (4) 继 续 分 解 成 不 可 分 解 因子 之 直 积 时 必 有 一 个 直 因 子 , 例如 
含 在 Fi 中 一 一 把 它 记 作 及 ,一 一 它 可 以 在 分 解 (5) 中 替换 因子 
H, ИП 
G—-FuxD. — 

由 之 Е. Пр Е. Пап GI x:--xH,j)-E, 0, 因为 РС В, 
Ful Hx x H,)- Е, ZERE T HE FIBI HX ox Н, 8 
Н, ВЕ, ЯП Hi 之 间 的 同 构 对 应 以 及 (2) 得 到 ， 这 个 直 积 的 主 
列 的 长 度 和 G 一 样 , 因而 它 与 G 重合， 

О= Fux Hx х Н,. 
由 СР, АХ. МПС 17) 并 注意 到 群 的 不 可 分 解 性 ， 得 等 式 
е. = F, В 

а= Рх H,x x H,. 
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这 就 证 明了 ,Hi 和 Fi ФОН Н, 可 由 Р, 替换 ， 今 证 , 从 自己 
这 方面 子 群 了 | Ч 4 (3) ЛИТЕР, ЩЕ, 由 
FiF CF, ЖЕ. = Е, {3 Р,,=Е,, 
即 子 群 Н, 在 К, 09575665 Р, 相等 ， 由 之 得 子 群 五; 和 天 xx… 
ХР. ВЕ, CERUA Н, 的 所 有 元 素 在 Р, 中 的 分 支 ， 也 包含 
BATE Р, 因而 与 G 重 合 ， 而 由 五 :和 Р, 之 间 同 构 对 应 以 及 等 
式 (1) 得 | 
Н.П (Е. х .--ХР,)=Е, 
B 
G—H,xF.x---xF,. 
А Н, 在 所 有 了 ;中 的 分 支 剖 等 于 了 ; Er, ЭЕ Е, 中 的 一 
个 , 例如 ЕЁ, ХЕ Н, 内 的 分 支 守 于 吾 |.， 因 为 在 这 些 假设 下 , TF, 
包含 在 于 群 H, МЕ, х х Р, ПН, ИРАН, 包含 在 子 群 
F, fü Hox xH, 的 乘积 中 , Sc 
HFX XF.) =а, 
НИНА, 

今 证 这 些 积 是 直 积 ， 若 把 群 G, Н, Н, х ++ xH, Е, ЖП ЕЁ, х 
Е. 的 主 列 之 长 顺序 记 作 L, Г, 11, 02 和 Lo, 则 由 于 (1)(2) 和 (6) 有 
L=lit ,=1›-1›, єл P T 

Hz m L= la, 因而 
Н.П (Fx xXF)=F N(CH, x x Ну) =Е, 


(6) 


从 而 
G—H,xF,x---xF,—F,xH.,x--xH,. 

最 后 , 设 子 群 Н, 在 所 有 F 中 的 分 支 仍 和 Е, 本 身 重 合 ， 但 所 
НЕ, EH 中 的 分 支 异 于 已， 组 成 (3) 的 第 二 个 分 解 的 所 有 直 
因子 这 时 所 处 的 条 件 , 就 和 上 面 讨 论 过 的 第 一 种 情形 中 因子 Н, 
处 的 条 件 完全 一 样 ， 因 此 我 们 可 用 第 一 个 分 解 中 某 些 因子 来 替换 
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第 一 分 解 中 不 同 的 因子 , 其 中 也 会 用 到 因子 已:， 因 为 在 用 完 第 一 
分 解 中 所 有 因子 之 前 不 可 能 先 顶 殖 完 第 二 个 分 解 中 的 所 有 因子 . 
若 在 这 个 顺序 玲 换 中 子 群 Н, 将 替换 某 个 因子 了;， 则 如 考察 第 一 
情况 时 证 明 过 的 ， 子 群 了 在 五; 中 的 分 支 应 当 和 和 已: 相等， 从 而 
得 到 , 这 最 后 一 种 情况 根本 就 是 不 可 能 的 . 

我 们 得 到 ，(3) 的 第 一 个 分 解 中 的 直 因 子 Н, 在 所 有 可 能 情况 
都 可 由 (3) 的 第 二 分 解 中 菏 个 直 因 子 去 检 换 而 它 和 五 ， 是 中 心 同 
构 的 ， 这 就 结束 了 Кетак-Шмидт 定理 的 证 明 . 

在 研究 群 的 直 分 解 之 中 心 同 构 接续 存在 性 的 问题 时 还 有 为 外 
一 个 可 能 的 途径 : 对 群 本 身 不 作 任 何 假设 , 但 只 研究 此 群 某 些 具有 
一 些 特性 的 直 分 解 ， 作 为 例子 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 (Головин 
[1]). 

任意 群 的 两 个 直 分 解 ， 若 在 其 每 一 个 中 群 的 中 心 完全 舍 于 茶 
一 个 直 国 子 内 , 则 永远 有 中 心 同 构 的 接续 ( 参 着 补 元 5. 5. ) 

先 考 察 有 两 个 因子 的 分 解 的 情形 ， 议 

GCC 一 CCX4 一 ZX 有 (7) 
是 群 G 的 两 个 直 分 解 ， 并 且 因 子 C 和 乡 包 含 群 G 的 整个 中 心 ， 和 若 
Az ЖА Е Z dn X fp A rpg x. Xo fü ХЕ САТХ ЈУ 
支 , 则 由 在 因子 4 和 关中 没有 中 心 , 可 得 存在 有 分 解 
A=AzX Áz, X—XoXX, 

从 而 

Сб=СхдА„хАх=7хХ„хХ„. (8) 
H CX AX 得 

CxAx=XxD, 

其 中 D= (Cx Ax) 们 2Z=CN2, 因 为 Ax 站 4z 一 BB， 册 之 以 及 由 (7) 
和 (8) 得 
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G—XxZ-XxDxAg, 
Bb ZA Dx A; 中 心 同 构 , ХАЛОВАТ Z, w Z= 
D x А. НЫ C—Dx Xo, 把 它 带 入 分 解 式 (8), 我 们 得 到 
@=рхХ„хА&хА=РхА,хХхХ+, 
这 就 得 到 给 定 分 解 47) 的 两 个 接续 , 它们 彼此 只 差 一 个 因子 因而 是 
中 心 同 构 的 ， 

利用 前 节 中 的 引 理 19， 一 般 的 情形 可 归结 为 上 面 刚 讨论 过 的 
具 两 个 因子 分 解 的 情形 . 

特别 , 由 证 过 的 这 个 定理 可 得 , 具 不 可 分 解 中 心 之 群 的 两 个 任 
意 直 分 解 有 中 心 同 构 接续 (参看 补充 5. 5.) 

类 似 的 处 理 方式 在 关于 共同 接续 的 存在 问题 中 也 是 可 能 的 . 
先 引 进 涉及 任意 和 群 的 自 同 态 和 目 同 构 的 一 些 定义 . 

ЕС НН UET, ДЕН НХ РАО 
的 象 , 子 群 GX 和 Gn 之 一 的 任意 元 素 与 其 他 一 个 的 任意 元 素 是 可 
交换 的 . 把 群 G 的 任意 元 素 а ШЫН Ж aX ап 的 映射 在 可 加 日 同 
态 的 情况 下 称 之 为 X* 和 7 的 和 ， 

a(X+n)= aX an. 
这 个 映射 也 是 群 G 的 自 同 态 , 因为 
(ab) (X +) = СаБ)Х - (ab)g—aX-bX ап: Б) 
—gX an: DY bg =а(Х +n) bCX +n). 

阿 贝 尔 群 的 自 同 态 永 远 是 可 加 的 (参看 3 21), Bim Bim 
жаКтар ХНУ. ЕЖИК, НН Хан 
态 都 是 可 加 的 ， 当 和 且 仪 当 子 群 СХ ИТС. НЯ Жо 
是 一 个 可 和 和 群 的 任意 自 同 态 都 可 加 的 自 同 态 ， 显 然 它 在 自 同 态 的 
加 法 中 起 零 元 的 作用 . | 

群 的 两 个 自 同 构 是 彼此 可 加 的 ， 仅 当 它 是 阿 贝 尔 寿 时 才 是 可 
能 的 , 并 且 这 些 和 目 同 构 的 和 不 一 定 是 目 同 构 . 
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由 可 加 性 的 定义 可 得 任意 群 自 同 态 的 加 法 是 交换 的 。 如 果 自 
[ri] ds Хр Xa 和 Xs 两 两 可 加 , 则 其 中 任意 一 个 和 其 余 两 个 的 和 也 是 
可 加 的 , 并 且 由 于 群 中 运算 的 结合 性 知 自 同 态 的 加 法 也 是 结合 的 . 
这 样 , 我 们 仪 当 一 些 日 间 态 为 两 两 可 加 时 才 谈 论 它 们 的 和 |. 

自 同 态 的 和 与 积 之 间 有 分 配 律 : ЖК ДЕБЕ G Н | ЛШ Н Їн) А, 
fH X» UAI — ^ Ep Id s n. UL X m 和 X29( 以 及 FXi 和 PX) 也 是 彼此 
可 加 的 且 有 下 面 等 式 

(X,-- X5) 9 X m Xan (9) 
(ХЕХ. — 9X, 9X, . (10) 

实际 上 , 对 于 G 中 任意 a fü b, 7038 aX, ЯП 6X» 是 可 换 的 ， 因 
此 元 素 (aX1)n 和 (5X2)n 也 是 可 换 的 ， 这 是 因为 在 自 辣 态 对 应 下 
保持 元 素 问 的 可 换 性 质 ， 自 同 态 Xa. МХ, ВВЕ Е BE Н 
Xi 和 Xs 的 可 加 性 得 到 ， 这 时 对 任意 aeEG 有 

a[ (X,+ Xan] = (ах aX an= (ax)n (aX л. 
=a (X т) а Хт) =al Xn t Xm), 
这 就 证 明了 等 式 (9)， 同 样 简 单 地 可 证 明 等 式 (10). 

Za XR E BE X ndE 45, E X7 三 7IX， 这 个 概念 使 
得 能 够 划分 出 一 个 自 同 态 类 , 而 此 类 在 今后 将 起 一 种 特殊 的 作用 . 

群 G 的 自 同 态 站 叫 作 正规 的 ， 如 果 它 和 此 群 的 所 有 内 自 同 构 
部 是 可 换 的 , 亦 即 对 G 中 任意 & f 5, 8 

(b^!ab) X —b'^!(aX)b. 
Ж, uL, ЖЕЙУ) ВИ а А ЖЖ СЯ А6. EA, ЛЕРА 
尔 群 的 情形 任意 日 同 态 都 是 正规 的 . 

两 个 正规 自 同 态 多 和 7 之 积 , 如 果 它 们 还 是 可 加 的 , 则 还 有 其 

fo, 仍 是 正规 的 ， 这 可 由 下 等 式 中 看 出 
(b lab) Xn-—[b !(ax)b]n—b^'(aXm)5, 
(b^lab)( X + т) = (b^lab)X-(b^'ab)m 
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—b !(aX)b-b !(ag)b 
—b!(aX-ag)b—b !-a(X-t g)-b. 

ЕЯ & [5] & de, ЯСНЕЕ И k a GE 3L T зр E, 

AH 是 G 中 正规 子 群 , bsp E HER В а pHK а 

a (hX)a-(a !ha) X EHX. 
这 就 证 明了 , ЕЖЕ HX 是 G 中 的 正规 子 群 。 我 们 指出 , 正规 自 同 态 
的 这 个 性 质 不 能 取 作 其 定义 . 

在 自 间 构 的 情形 ， 自 同 态 的 正规 性 定义 就 引出 正规 自 同 构 的 
概念 , 显然 , 群 人 的 正规 自 同 构 组 成 群 @ 的 内 自 同 构 群 中 在 它 的 
所 有 自 同 构 之 群 中 中 的 中 心 化 子 . 因此 ， 由 于 $12 中 关于 VD' 在 
Ф 中 的 正规 性 的 定理 以 及 $ 11 中 关于 正规 子 群 的 中 心 化 子 的 定 
理 得 , 正规 自 同 构 组 成 群 G 所 有 自 同 构 的 群 中 的 一 个 正规 子 群 

正规 自 同 构 也 可 以 用 以 下 方式 来 刻 划 : 假若 我 们 称 群 4G 的 一 
ЛА 9 是 中 心 的 ， 当 对 G 中 任意 2 元素 (092b Е Ра 
中 心 , 亦 即 元 素 2 及 其 象 5p 彼此 只 差 一 个 属于 中 心 的 因子 ， 则 下 
规 自 同 构 且 仅 有 它们 是 中 心 的 自 同 构 . 

实际 上 , E EI ILE 2 是 正规 的 , 则 由 

(bp) (ap) (bo) = (b 'ab)g =b (ap)b 
可 得 等 式 
(аф) · (Бф Б!) = (bpb). (аф), 
即 是 元 素 (22)2 ”和 所 有 元 素 аф 是 可 换 的 , ox Ao ЛЕ Е НИН: G К 
所 有 元 素 都 是 可 换 的 ， 因 为 ap 和 < 一 起 历 遍 和 群 的 所 有 жж. М 
之 , 若 自 同 构 wp 是 中 心 的 , 则 
(аф) · (Бф :Ь7') = (6ф:-Ь7'): (аф), 
由 之 有 
(b'ab)p= (bp) '(аф)(Ьф)=Ь '(ap)b. 
从 而 可 得 ， 无 中 心 的 群 除 去 恒 等 自 同 构 外 没有 其 他 的 正规 自 
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上 面 证 过 的 自 同 构 的 正规 性 和 中 心性 的 一 致 性 在 任意 自 同 态 
КУЛЕР АННЕ. Я, FA REKE EHR, 但 如 果 把 上 面 
给 出 的 中 心 自 同 构 的 定义 移 到 自 同 态 上 来 ， 则 它 在 一 般 情况 下 不 
是 中 心 的 . 

群 的 直 分 解 的 自 同 态 (参看 845) 永 远 是 正规 的 ， 实 际 上 ， 者 
G=AXB, 9, 9 ЕС, g=ab, 9 =40 : 且 帮 9 是 相应 于 直 因 于 4 的 
自 同 态 , 则 

(9 'gg Jp, =a ‘аа =9 (gpa)g'. 

我 们 将 称 福 足 条 件 2 —9m BIZ eX 815; ВНЕ 
说 , 就 是 这 样 一 个 自 同 态 , 它 将 群 的 任意 元 素 映 到 不 动 元 上 去 ， 显 
然 , 零 和 单位 自 同 态 , 以 及 所 有 直 分 解 的 自 同 态 都 是 才 等 自 同 态 , 

群 G 不 能 分 解 成 直 积 ， 当 且 仅 当 零 和 单位 自 同 态 是 它 仅 有 的 
壬 等 正规 自 同 态 ， | 

Жз Е, ЖЕЛ От ЕЕ Ж#Н АФ BLE ATEMA 
位 自 同 态 ， 则 用 4 表示 G 中 一 切 满足 ар=а 的 元 素 ЖА, Ш 
用 了 表示 一 切 满 足 5фФ=1 的 元 素 8 的 集合 ， 这 些 集合 都 异 于 G, 
并 且 它 们 的 交 仅 含 1 其次， 这 些 集合 都 是 子 群 , 由 于 自 同 态 9 的 
正规 性 , 它们 还 是 群 G 的 正规 子 群 , 最 后 , Ж 9 是 G 中 任意 元 素 , 则 

g=gp(g 'ф:9), 
ХНТ pP =p 有 99€4, gp gCB, lk G— Ax B, 

我 们 现在 来 证 下 面 定理 (Fitting[3], Курош[5]), 

群 G 的 直 分 解 


а= А. — (4) 


和 此 群 的 任意 其 他 直 分 解 都 具有 共同 接续 , 当 且 仅 当 所 有 因子 A, 
关于 群 G 的 正规 自 同 构 集 是 特征 (容许 ) 子 群 ， 
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先进 此 条 件 的 充分 性 . 设 4 是 分 解 (4) 的 一 个 因子 , 而 B 是 此 
分 解 中 所 有 其 余 因 子 之 积 ， 我 们 有 分 解 
G — A x В. 
В 9. 和 Фә ХНН Т АЯ BERKS. mE 
群 G 的 任意 一 个 正规 自 同 态 , 则 nos 仍 是 正规 的 ,并 且 它 把 群 G 
映 入 子 群 8 的 中 心 , 也 就 是 映 入 群 G 的 中 心 ， 这 是 因 5, + у=аЬ 
МЫ ЄВ, Wl 
b (g9,ngob' —(5' "7 gb') фф, = (ab! bb) gno, 
= a9,99» — 99 17)93. 
从 而 得 (参看 上 面 ) 目 同 态 pnp: MEY А Ар зру, HEE 
们 的 和 交 也 是 正规 的 , 这 里 把 任意 元 素 9 ШЕЛ] Ж 
gX 99179»: 0. 
xx НІҢ, #=аб Ш an—a 0, Wl gX =а.60. НЯ Bins X 
实际 是 自 同 构 : 奉 9X — 1, И] 9E 但 此 有 时 9Y4 =9, HR 91; 另 一 
方面 , G 中 任意 元 素 9, mE g—ab Ш ana b, ШЕЛ gb 
在 自 同 态 X 下 的 象 ， 现 在 我 们 假设 Ang, ME F E аЄА, 使 得 
ат=а'Ь' Ш b 1. 这 时 
aX —ab', 
Bl aX &A, Xx , 我 们 证 明了 , 由 分 解 (4) 中 所 有 直 因 子 关于 正规 自 
同 构 集 的 特征 性 可 得 它们 关于 群 G 的 所 有 正规 自 同 态 的 特征 性 . 
现在 设 


а = ] в, 
В 


是 群 G 的 任意 一 个 直 分 解 ， 并 设 у, 是 对 应 此 分 解 中 的 因子 Bi 的 
А. ж А. ПВ, = Св, И. FEE Cus 组 成 直 积 . 今 证 , 在 我 
E89 IE E РОЯ: CG ЭРА, a 是 某 个 子 群 4。 的 一 个 


142 第 十 一 意 ” 直 积 . 格 
a= bp bs бв, 
其 中 В, ЕВв,, Д 
бв. = афв. 
因为 日 同 态 vo, 是 正规 的 , 则 由 于 上 面 证 过 的 知 元 素 bp, 在 А, 中 ， 
ВТЕ Сор, P. ЦЕНТ, А. 是 它 和 所 有 子 群 By 之 交 的 Ш.Н. 
现 转 来 证 明 条 件 的 必要 性 ， 设 分 解 (4) 和 和 群 G 的 任意 其 他 直 
分 解 都 有 共同 接续 ， 并 设 少 是 此 群 的 一 个 任意 正规 自 同 构 ， ЖЖ 
们 用 у. 表示 对 应 此 分 解 中 因子 А. 的 自 同 态 ， 并 令 Ва, 则 用 和 
上 面 同样 方法 可 以 证 明 , 由 式 子 
g X —-99.99;:g 
定义 的 映射 多 是 群 G 的 正规 自 同 构 , 并 且 当 уха AL X =А,, 
目 同 构 X 把 分 解 (4) 变 成 直 分 解 


G= Пла,х=А.хх [[А,. 
y 


这 个 分 解 依 假设 和 分 解 (4) 有 共同 的 接续 ， 又 因为 ANAE, 
уа, KA A.X =A., 

这 时 如 果 由 子 群 4. 取 一 个 元 素 o aX CA, В аф, ype 
4.， 由 之 并 注意 到 元 素 афф» 显然 含 在 4s 中 , 以 及 А.П А, =Е 
便 得 
афырфв= (аф )ф»=1. 
换言之 ， 元 素 aV ЕНЕН Ар, Ва, Фр A 
л, е арса, ХЖ ГЕНТ 4。. 关 于 正规 自 同 构 集 的 特征 
性 . 

{Е $ 45 中 证 明了 对 无 中 心 的 群 之 任意 两 个 直 分 解 必 存 在 有 
共同 的 接续 , 这 个 事实 是 我 们 上 述 准 则 的 直接 推论 , 它 可 由 上 面 证 
过 的 ， 恒 等 自 同 构 是 无 中 心 的 群 之 唯一 的 正规 自 间 构 这 一 定理 得 
H. (参看 补充 5.2.) 
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8$ 47b. 具有 同 构 子 群 格 的 群 

任意 一 个 群 G 唯一 地 对 应 一 个 格 SC(G), 它 是 由 G 的 所 有 子 群 
组 成 的 ， 产 生 一 个 自然 的 问题 ; 群 G 是否 由 格 8S(G) 完 全 确定 呢 ? 
即 是 由 格 S(G) 和 8(G') 的 ( 格 的 ) 同 构 是 否 可 推出 群 G 和 9Gf 的 
( 群 的 ) 同 构 ? 易 见 , 一 般 情 况 下 回答 是 否定 的 ， 例 如 , 不 同 素 数 阶 
的 所 有 循环 群 具 有 相同 的 子 群 格 ， 虽 然 它们 是 不 同 构 的 .尽管 如 
此 , 借助 其 子 群 格 来 确定 群 本 身 的 问题 , 如 果 对 所 考虑 的 群 或 者 对 
所 考虑 的 格 同 构 加 上 一 些 补 充 的 限制 , 仍然 保留 其 意义 . 在 这 个 方 
向 已 作出 的 结果 现在 还 不 太 多 ; 基本 结果 可 在 Baer[20] 中 找到 ?， 
而 下 面 仅 叙述 其 中 一 部 分 . | 

在 下 面 我 们 约定 称 群 G 的 子 群 格 到 随便 一 个 群 G' 的 子 群 格 
上 的 任意 格 同 构 对 应 为 群 G 的 格 同 构 . 类 似 地 我 们 把 群 G 和 G ПА] 
的 格 同 构 理 解 为 格 S(G) 和 5S(G') 之 间 的 格 同 构 . 

要 求 保持 指数 是 附加 到 格 同 构 上 的 一 个 可 能 的 限制 ， 这 指 的 
d: 若 给 出 群 G 和 G', 则 只 考察 这 样 一 些 格 同 构 ， 使 得 如 果 4 ЯП В 
是 G 的 子 群 ,并 且 АСВ, ША’, B' IE G' 中 与 之 对 应 的 子 群 , 则 А 
在 B 中 的 指数 等 于 4' 在 B' 中 的 指数 ， 这 样 去 作 ， 可 以 躲 开 上 面 
提 到 的 由 不 同 素数 阶 循环 群 引起 的 困难 . 虽然 如 此 , 保持 指数 的 格 
辐 构 仍 可 存在 于 不 同 构 的 群 之 间 ， 甚 至 存在 于 阿 贝尔 群 和 非 交换 
群 之 间 ， 作 为 例子 , 我 们 举 出 16 阶 的 阿 贝 尔 群 ， 它 是 阶 为 2 和 8 
的 循环 群 的 直 和 , 和 16 阶 的 非 交 换 群 ， 它 由 两 个 生成 元 c 和 8 及 
定义 关系 式 

a$—1, b?*-1, Ба=а°Ь 
给 出 ， 验 证 工作 留 给 读者 . 
其 次 , 可 以 考察 群 G f G' 之 间 的 正规 格 同 构 ， 它 把 正规 子 群 


1) 在 准备 第 三 版 时 情况 已 根本 好 变化 了 . 《参看 补充 $ 14). 
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变 到 正规 子 群 ,或 者 更 进 -- 步 考察 完全 正规 格 同 构 ， 这 指 的 是 : АП 
果 A, B,C ЕС, Н ACC, BCO, m A,B,C 是 G 中 与 
DS PERS FRE, LA FB de C Е, УНАА 和 B ТЕС 中 
共 轿 ， 但 是 , 应 当 指 出 (参看 RottlaenderL1j)， 存 在 有 不 同 构 的 ， 
其 至 还 是 有 限 的 群 ,在 其 间 可 建立 格 同 构 , 它 既 保 持 指 数 并 且 是 完 
全 正规 的 ， 因 此 ,上 示 的 这 些 限制 不 会 达到 我 们 感 兴趣 的 目的 ,在 
下 面 我 们 将 不 使 用 它们 ， 而 介绍 读者 去 看 Baer[201， 其 中 包含 一 
些 与 这 些 限制 有 联系 的 结果 . 

另 一 方面 , 研究 在 什么 条 件 下 两 个 群 的 格 同 构 缆 含 其 和 群 同 构 ， 
可 以 在 下 面 的 前 提 下 来 进行 : 至 少 这 两 个 群 中 的 一 个 属于 某 个 窑 
的 或 更 罕 一 些 的 群 类 ， 现 在 只 能 在 所 芳和 舍 的 一 个 群 是 阿 贝 尔 群 时 
得 到 了 相当 深入 的 结果 "我们 由 讨论 循环 娠 开始 . 在 $ 44 中 兽 
证 明 过 , 循环 群 和 它们 的 升 叙 列 之 并 是 具 分 配子 群 格 的 仅 有 的 群 . 
而 一 个 格 是 分 配 的 这 个 性 质 在 格 同 构 下 是 保持 不 变 的 . 因而， 假 
车 我 们 注意 到 ， 在 循环 群 中 任意 异 于 允 的 子 群 仅 含 在 有 限 多 个 子 
群 内 , BILE АЕ ЖА BE Per I8] AJ T B3 2 LS H4 САУНЕ, 以 及 有 
限 循 环 群 的 格 是 有 限 的 而 无 限 循环 群 的 格 是 无 限 的 ， 便 可 得 到 下 
АЖ. | 

Я, ЖЕНА, ЛЕ 
完全 确定 。 HARARO RAAT, ME e XR TR MAE 
群 ,虽然 可 能 具有 不 同 的 阶 ”. 

现在 暂 不 转 到 研究 其 他 较 广 的 群 类 , 我 们 来 作 一 个 补充 注 记 . 
же 是 任意 一 个 群 , 而 C 是 与 之 同 构 的 群 , EEG ЯП С" 间 的 任意 
一 个 群 同 构 对 应 产生 它们 之 间 的 一 个 格 同 构 对 应 ， 然 而 在 这 些 群 

1) 如 已 指出 过 的 , 截止 到 准备 第 三 版 这 段 时 间 情 况 已 根本 地 改变 了 . 
2) 由 此 当然 并 不 能 得 出 任意 两 个 有 限 循 环 群 是 彼此 格 同 构 的 事实 上 ， 容 易 验 


ПЕ, 循环 群 Ө, НУ A п = р: ра: pik, ру, P:，…, рь 是 不 则 素数 者 ， 和 有 限 循 环 群 G 
格 同 构 , 当 且 仅 当 群 9' 的 阶 是 %'= 二 qf1g82…g84, 其 中 ,gy 92,…, 4s 是 不 同 的 素数 ， 


3 476. 具有 同 构 子 群 格 的 群 145 


i 


之 间 可 能 存在 一 些 格 同 构 对 应 它们 不 是 由 任意 的 群 同 构 对 应 产 
生 的 ， 例 如 , 无 限 循环 烙 只 有 两 个 群 自 同 构 对 应 , 并 且 这 两 个 产生 
相同 的 恒 等 格 自 同 构 对 应 ; 与 此 同时 ， 对 此 群 的 子 群 格 的 研究 ( 参 
看 $44) 说 明 ， 选 取 素 数 集 到 自身 上 的 所 有 可 能 的 一 一 对 应 , ЗИП 
可 得 到 这 个 子 群 格 的 不 同 的 格 目 同 构 对 应 , 易 见 , 在 群 G de G 之 
间 所 有 产生 一 个 给 定 的 格 同 构 的 群 同 构 之 个 数 (若是 这 样 的 群 同 
构 真 存在 的 话 ) 等 于 群 G 的 所 有 产生 该 群 的 恒 等 格 自 同 构 的 群 自 
同 构 的 个 数 . 利用 这 个 , 我 们 来 证 明 下 面 ?| 理 . 

若 G 是 阿 贝 尔 群 , 令 有 无 限 阶 元 素 且 知 它 的 一 个 给 定 的 格 同 
构 是 由 群 辐 构 产生 的 , 则 此 格 同 构 恰 由 两 个 群 同 构 产 生 . 

实际 上 ， 群 G 的 恒 等 自 同 构 和 把 任意 元 素 对 应 到 其 道 元 的 
自 同 构 都 产生 此 和 群 的 恒 等 格 同 构 ， 另 一 方面 ， 令 了 是 群 G 的 和 群 月 
HJ, ЕЕ Ж А Бр. 者 4 是 G 中 任意 元 素 ， 则 元 素 af 
T O8 PIRE La) 中 的 一 个 生成 元 , 亦 即 af — a", Ж п(а) = +1, В 
d a 有 无 限 阶 的 话 , 而 п(а) 与 元 素 a 的 阶 互 素 , 假若 а 的 阶 有 限 . 
今 设 4 是 G 中 阶 为 无 限 的 一 个 固定 元 素 , 而 2 是 此 群 的 任意 元 素 . 
此 时 

(ab) f = (ab)? <? = g* Op" —(af)(bf)-—a" (а) рп (5) 
Н Zz 24 {а} П {6} = E B] & n(ab) —n(a) = -1 M n(5) —n(ab) = 
nla), 若是 {a} П OO PE, 则 2 将 是 无 限 阶 元 素 , Н. nO) =п(а), BN 
为 元 素 4 Яп 6 ЕН МИ, HEE ЕС, n(z)—n(a) = 
+1, 亦 即 自 同 构 了 是 上 面 所 举 出 的 两 者 之 一 . 

在 下 面 我 们 将 讨论 的 是 ， 在 什么 条 件 下 两 个 给 定 群 的 任意 一 
个 格 同 构 不 仅 可 由 之 导出 它们 的 群 同 构 ， 并 且 此 格 同 构 本 秧 也 是 
由 某 个 群 同 构 产 生 的 ， 现 在 来 说 明 ， 这 个 问题 可 归结 为 具有 限 个 
生成 元 的 群 的 情形 ， 人 先 指 出 ， 如 果 给 定 群 的 的 一 个 格 同 构 Ф 
( 即 格 SCG) 到 某 个 群 G' 的 子 群 格 上 的 格 同 构 对 应 )， 则 它 对 群 G 


1 ШР ВВ  _ ____ 
B3 FEX I FREE HE НЕТ БСН) 5 SC(H') 之 间 的 完全 确定 的 
格 同 构 ou, Ж Н’ 是 在 同 构 对 应 2 下 与 妃 相 应 的 4’ РА. 
如 果 ФНС ЖЕНЕ У, Мф, ЕН ЖЕН УЖЕ РЕ 
HJ. РЕ RR DAS EH AB КНЕУ i EO. 

设 @ 是 任意 群 ，2 是 它 的 格 同 构 , Иа BTE H. Ж, € 
满足 下 面 三 个 条 件 : 

1， 针 中 任意 子 群 H. 具有 有 限 生成 元 系 . 

2. АЮНА T 70S E IP A EIC 中 的 某 一 个 子 群 Н, F. 

3. HFN {ЕЕ ЖИЛ TRE Н, Но ЕЎ Hd $4 — 1 3 35 
Н, 它 包含 这 两 个 子 群 . 

ЖЖ а, SX ФЕЖТЖЬНН 中 所 确定 的 格 同 
构 ФАН 的 群 辐 构 所 产生 的 ， Дф zt do PEG 的 群 同 
构 产 生 的 ， 

如 果 对 所 有 的 Pa 都 是 仅 由 一 个 群 同 构 产生 的 ， 则 这 个 定理 
就 是 十 分 显然 的 ， 但 在 一 般 情 况 下 9. 是 由 有 限 个 群 同 构 产 生 的 ， 
因为 具有 限 生 成 元 系 的 群 显然 只 有 有 限 个 群 自 同 构 能 产生 恒 等 格 
Вр. К 

А. == (fas Ра, ns fae) 

是 群 Н, 所 有 产生 Ф„ 的 群 同 构 组 成 的 系 , 而 发 是 所 有 4。 的 集合 . 
эм HCH; 时令 4. 委 4p, 这 样 可 认定 集合 区 是 偏 序 的 ， 并且 由 于 
条 件 3 对 于 任意 两 个 系 Aa Ав, MAEA hi IM P AR AS A 
А.<А,, Ав<А,„, | 

对 于 任意 一 对 有 关系 4. 委 4p 的 系 А As 可 用 下 面 方法 确定 


1) 这 个 定理 在 可 数 群 的 情形 由 Baer[2] 证 明了 ， 之 后 Садовский[215]{ЕҖ ИЗ 
群 证 明了 。， 书 中 所 引用 的 证 明 属 于 J. Е. Садовский 而 使 用 的 方法 从 本 质 上 看 是 涉 
及 有 限 集 的 偏 序 系 理论 的 .此 方法 的 一 个 变种 , 较 之 这 里 我 们 所 必需 的 更 窗 -- 些 ， 将 
$ 在 55 R М. 
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一 个 由 系 А» 到 系 4 的 单 值 (一 个 方向 的 ) 映 射 Apa E fa Ao, 则 
同 构 fs 在 子 群 五。 内 确定 一 个 格 同 构 Pa DRAN fo Е T RE ЕУ 
属于 А. BUSES BIA 形 一 致 .这 时 我 们 认定 Г2 7E fo TEBR mas 
HS, п f; ME 所 的 原 象 ,并 且 4。 中 的 任意 元 素 Si 可 以 在 45 中 
有 一 个 或 数 个 原 象 , 但 也 可 能 一 个 也 没有 . 映射 та 显然 具有 下 列 
І. л. 是 系 А. 到 自身 上 的 恒 等 映 射 ， 
П. р 和 л», 已 被 定义 , Мл, 也 可 定义 ， 并 且 它 等 于 顺 


FF (TRE rp 和 ли, 的 结果 . 
IIH， 对 于 任意 一 对 足 码 和 有 存在 这 样 一 个 足 码 y, 使 得 映 
5] Л ya 和 7 „В 是 有 定义 的 . 


Ж А. 中 的 元 素 fi 叫 作 特 殊 的 , 如果 在 任意 Ж А, А.ЗАр 中 
都 可 找到 fs 关于 映射 Tea PRR., AER 4。 都 县 有 特殊 元 素 . 
事实 上 , 设 对 任意 i,1 志 i 二 m6, 可 以 指出 足 码 р, 使 得 4, 二 4s;, 但 
所 在 As; 中 没有 原 象 ， 此 时 根据 了 I 可取 一 个 足 码 y， 使 得 对 所 
有 i, 有 上 映射 лв 都 有 定义 ， 由 于 П, kitr 也 是 有 定义 的 , 因此 基 
个 元 素 fidE A, 中 有 原 象 ， 而 这 时 它 在 As, 中 也 应 该 有 原 象 的 , 但 
这 和 假设 是 矛盾 的 . 

其 次 , 约定 称 下 面 集 合 为 特殊 系 : 它 是 从 某 些 系 А 中 最 多 各 
选 出 一 个 元 素 所 作成 的 集合 ， 并 且 它 的 任意 有 限 子 集 有 以 如 果 是 由 
Ж Aap Аш, ***, Аа, 中 的 元 素 组 成 , 则 殿中 元 素 在 As 中 有 共同 的 原 
象 ， 此 处 А, 是 在 我 们 的 偏 序 下 位 于 这 些 系 后 面 的 任意 系 .， 显然 ， 
尾 殊 系 中 所 有 元 素 在 它们 所 属 的 系 А„ 中 也 是 特殊 的 . 

现在 有 自 设 集合 六 用 随便 一 种 方式 良 序 之 *; 并 把 系 А. E 
45 А?, +, А", ++, 其 中 4 是 超 限 数 ， 不 超过 某 一 t+， 在 系 А, 中 选 


D 集合 H 中 的 良 序 和 由 中 原 有 的 偏 序 之 间 没 有 任意 联系 ， 我 们 继续 用 符号 一 表 
六 集合 HL 中 的 偏 序 关系 . 
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出 它 的 一 个 特殊 元 素 并 用 f' 表 之 ， 设 在 每 一 系 4*, uv, 中 已 经 
选 定 元 素 7, 并 且 所 有 这 些 元 素 f^, ur, 的 集合 是 特殊 系 . 今 证 ， 
对 此 系 可 以 添加 一 个 А’ 中 的 元 素 户 ， 使 得 所 得 到 的 系 仍 是 特殊 
系 ， 事 实 上 , 设 А’ О, е, fyn,)， 并 设 对 任意 i Lin, 
可 以 指出 一 个 原 选 出 元 素 的 有 限 集 

(1) реа, ра, ny реко, 

其 中 РСА, шуэ, j=1, 2, ++, SCi), DR — Ал, 使 得 А" 
А, B. АА, ,3=1, 2, ++,в(3%), BÆRE (i) 中 元 素 和 元 素 
f,, ЖЕ А, НАНА, АО 6 С) АХ 
位 于 所 有 As 1,2, n, 之 后 任意 一 个 4,. ЖА 8 作为 特殊 系 
的 一 个 有 限 子 集 在 А, 中 应 有 共同 原 象 f,， 若 f,; 是 元 素 九 在 系 
А’ 中 的 原 象 , 则 得 元 素 У, 和 集 ( 力 中 元 素 在 А, 中 有 共同 原 象 , 因 
而 在 4， 中 也 有 , 而 这 是 和 前 面 假设 相 矛 盾 的 . 

这 就 证 明了 , 可 以 找到 一 个 特殊 系 ， 它 包含 每 一 系 A 中 各 一 
№. 若 产 和 户 是 此 系 中 两 个 元 素 且 若 АСА, А’ А, 则 元 
素 f° 将 是 元 素 fm f 的 共同 原 象 , 因为 依 特殊 的 定义 , TEF P 
和 f" 在 位 于 4" 后 的 任意 系 4s 中 有 共同 原 象 . 如 果 我 们 现在 回想 到 ， 
任意 Нал РАЕН, 的 群 同 构 , К НЕ, НН, 
的 格 同 构 2", 则 得 所 有 同 构 对 应 产 的 全 体 一 意 地 确定 群 G 的 一 个 
REW f, 它 产 生 此 群 给 定 的 格 同 构 w。 定理 证 完 ， 

此 定理 是 可 以 用 来 证 明 下 面 这 个 Baer 定理 (Baer[20]), 它 说 
明 , 任意 < 充分 大 ?的 阿 贝尔 群 是 由 其 子 群 格 确定 的 . 

若 在 阿 贝尔 群 G 中 存在 有 两 个 线性 无 关 的 无 限 阶 元 素 ( 亦 即 ， 
它 的 秩 一 一 参看 $19 一 一 不 小 于 2 ， 虽 然 也 可 能 是 无 限 的 ), 则 此 
群 的 住 意 一 个 格 同 构 对 应 是 由 群 同 构 ， 并 且 恰 古 两 个 群 同 构 产生 
的 . 


我 们 只 限于 证 明 此 定理 的 下 面 一 个 特殊 情形 . 
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若 @ 是 无 招 阿 贝尔 群 , 其 铁 异 于 工 ， 则 群 G 和 阿 贝 尔 群 G 之 
间 的 任意 一 个 格 同 构 对 应 恰 由 这 两 群 的 两 个 群 同 构 对 应 产生 ， 
| 首先 指出 :由 于 在 本 节 中 前 面 证 过 的 引 理 . 我 们 只 需 证 明 ,有 至少 
存在 一 个 群 同 构 , 它 产 生 给 定 的 格 同 构 p， 基 次, 因为 无 限 循环 群 
完全 决定 于 自己 的 子 群 格 ， 而 群 G 的 循环 子 群 在 同 构 对 应 下 被 
映 到 群 G' 的 循环 子 群 上 ， 故 群 G' 作为 阿 贝 尔 群 也 是 无 扭 群 ， 最 
дт, BEG 的 一 切 具 有 限 生成 元 系 的 非 循 环 子 群 集 员 显然 满足 前 面 
定理 陈述 中 的 条 件 1-3. 这样 , 我 们 有 权 假 设 G 古 自由 阿 页 尔 群 ， 
其 秩 是 有 限 的 但 大 于 虐 . 

在 证 明 中 下 面 引 理 起 重要 作用 

引 理 ”车 给 定 无 限 箱 环 群 的 直 和 H— XY $4 9E H' р 
^4 I8] 39 9 BAR 在 中 王子 群 X= (r) М) ЖИЗ Х 二 {2 ),. 
而 子 群 了 一 (ARRARIR Y, MAY 中 可 以 找到 一 个 生成 
元 у GREG у (Тура 

эк b. МУ фе НР, МН’ =4Х’ У}, X' 个 Y =0, B 
Н'=Х'-+Ү', А (a-- y) 的 象 是 荣 个 循环 子 群 {zi 十 Yi}， 其 中 
EX’ yp EY, BENA тг DE X 的 生成 元 , MERE ту, } 
包含 在 群 豆 ' 的 真子 群生 十 7 H, H X= {zi3}。， 这 时 子 群 
tz 十 四 就 该 包含 在 群 五 的 真子 群 了 :十 了 中， 其 中 X, ЛЕХ НН. 
LA Xi 为 其 在 wg 下 的 象 ， 然 而 由 之 就 读 有 xE(1 十 了 )， 而 这 是 不 
ЭГЕ. Е, zi 是 子 群 X' 的 生成 元 ， 相 应 地 红 是 了 的 生成 
元 ， 这 时 若 zx; 和 原先 选 定 的 生成 元 zx” 相等 ， 则 令 六 二 1, 若是 
Xi 二 一 Zi ЛЕ TED. 

转 来 证 明定 理 ， 约 定 用 符号 VUV' Ri EG TRU ER 
构 对 应 op 下 以 群 G ЕО 为 其 象 ， 设 

G= (aij + 4а»} 十 十 《td n2, 

Жі (а) >B; $—1,2, en, Ei 
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G'— Bi Bi B, 
而 所 有 子 群 B; ВЕСНЕ. ET В, 中 选取 任意 一 个 生成 
元 bi ,而 在 任 一 子 群 B; 中 , 7 二 2,…, 2， 根据 5| 理 可 选 得 一 个 生成 
元 55, 使 得 
(at a5) > (b, 4-55). (1) 

这 时 , 再 依 引 理 , 有 | 

| {а —а;) >46, —еб;), e= 11; 
但 是 当 в= — 1 У (а, а; (а, — a5) CE Hc d 0) R, ЛЕН, "E 
们 该 态 相 寺 的 ， 这 就 引出 在 群 G 中 存在 有 阶 为 2 的 元 素 ， 因 此 | 

{а,—а;} = {а;—а,}—>{Ь,—Ь;} = {5;—Ь,},}=2,+е,п. (2) 
把 群 G 的 任意 元 素 Ва, t kaag | E Ка, ЕО G' л kib t 
kabat ee + krbn 的 映射 是 群 G 和 С' 的 一 个 群 同 构 ， 今 证 ， 这 个 同 
构 对 应 产生 给 定 的 格 同 构 对 应 wp， 为 此 ， 由 于 群 G 的 任意 子 群 是 
循环 子 群 之 并 , 只 需 证 明 , 对 任意 一 组 系数 友 , ka ee, Kk， 在 同 构 对 
应 下 有 对 应 关系 | 

(kia, kas Е.а) > {kib t bob, 2,0). 

首先 讨论 系数 k; 1=1,2, 66, п, АЖИН 0,1, 一 1 的 情形 ， 这 
里 可 不 去 讨论 k: 中 只 有 一 个 异 于 零 的 情形 , 而 由 于 (1) 和 (2) 也 不 
要 讨论 有 两 个 异 于 零 的 系数 且 其 中 一 个 是 态 BS TEE. ВЕ 
我 们 一 个 元 素 һа, На, ki, b; 31, i, j>1, 则 由 引 理 有 

(kia; Е k;aj) — Ub, Небу}, e— +1. 
但 是 , 因为 在 我 们 的 假设 下 有 
{а,—ЁБа; N {kiai ЕВаз =0, 
故 可 应 用 3 引 | 理 , 亦 即 , 由 (1) 和 (2) 有 
{(а,—Ёа;)-_(®&а;,-ЕЁ;а;)у} = а-а) 
—44(5, — bibi) +1 (Rb, + ek;b;)), 
| = il. 
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从 而 由 于 a t kjai ib, t Eb; f (n —- 1) 5; 0 Н пек kj М 
НИ, n=l, БОМБЕ 6 1, 而 这 就 是 要 证 的 . 

现在 设 元 素 9 二 Kai 十 koaz 十 … 十 kas 的 所 有 系数 还 是 只 取 值 
0, 1, 一 1, 但 异 于 零 的 系数 个 数 大 于 2 ， 并 且 对 所 有 这 种 形状 的 元 
Ж, 但 具 较 少 , 异 于 鹤 的 系数 者 ， 我 们 的 结论 被 认为 征 已 经 证 明 的 
了 .我 们 从 蜡 于 零 的 系数 中 指定 三 个 , 例如 说 是 k kz, b. ШЕГЕН 
5| 理 , 它 在 这 里 是 能 被 应 用 的 , 并 利用 归纳 假 放 ,我们 有 

(g) = (Ga, 0, 48; a t ма n ва») kia) 

-> { (kbit se Е; 16; ЕЁ: нь 1,6.) tekib: 


e= 1, 
并 且 类 似 地 
{9} —>{ b te + Ё;.1б;_,+1 Ё;у б; Here t Enba) 
+176,0,}, 
n- 1. 


比较 系数 并 注意 到 在 两 种 情形 下 生成 元 总 有 相同 的 且 异 于 零 的 
系数 , 我 们 得 eb; = в, 由 之 e 1, 而 这 也 就 是 要 证 的 ， ; 

现在 设 元 素 9= а, + *** kra, 的 系数 中 有 绝对 值 大 于 1 者 . 
我 们 约定 称 元 素 9 的 系数 中 绝对 值 最 大 者 为 9 的 极 大 系数 ， 并 假 
设 我 们 的 结论 对 群 G 中 下 列 这 些 元 素 都 已 证 明 : 其 极 大 系数 的 绝 
对 值 小 于 元 素 9 的 ， 以 及 虽然 此 绝对 值 等 于 元 素 9 的 但 其 极 大 
系数 的 个 数 较 9 НУР. В; 是 元 素 9 的 一 个 极 大 系数 ; "ПЕ 
它 是 正 的 ， 不 然 的 话 可 把 元 素 9 换 成 它 的 道 苑 ， 如果 9 还 至 少 有 
АУРА Я kiji 则 | 

{а + Ва (®—1)а;+ ыа, d eau) 

П {а} 20. 

因此 , 应 用 引 理 和 归纳 假设 便 得 

49) = Сла, tp kiti (Ga -1)8; Юй + Tet 


——— —————— M ——— € — pp re 
MB lr 


каа.) - a4) 
-> { (kibi He ed kiibi- t (B; — 1) b, Еран 
kb.) t 65i), 
e= +i. 


M e= --1 时 , HF k22 以 及 n ЯҢ fi, РЕКОА, а, T n 
k; 0, .,3- (k; —2)a; t b; a; do t К,а.) ЕН мо ГЕН 
的 象 ， 但 这 将 引出 在 群 G 中 存在 有 2 Гл. 因此 е=1, 而 这 就 
是 要 证 的 . 
最 后 , 设 №; 是 元 素 9 ВУНЕ ЯР Н 系数 ， 即 是 , g- К,а, 而 
ki 之 2。 此 时 , X Ji, 则 有 
{(®;—1)а;+а;} [\+а;—а;} =0 
因此 ， 再 利用 引 理 和 归纳 假设 有 
(9) = (G;—1)a; аз] (a; —а;)) 
—(LCk; —1)6, +6314 e(b; —b;)), e= +1. 
当 8 一 一 1 时 , За 5,72, Wil al An- TE 9} Ru (05; —2)a, + 205) TE 
同 构 wp 焉 具有 共同 的 象 ， 因 为 其 中 第 二 子 群 生成 元 的 极 大 系数 小 
Fk, АЕ ЕН. Bæ =2, МИН (9) > (205) 1149} — 
{a;} 就 该 得 子 群 必 ;} 和 {46;} 有 噶 干 零 的 交集 ， 因 此 e— 1. 
定理 的 证 明 至 此 结束 . 
在 发 展 Baer 的 定理 时 , Петропавловская[1]ИЕВЯ, 任意 韭 周 
期 的 阿 贝 尔 群 由 其 子 半 群 格 确定 ， 这 里 子 半 群 指 的 是 关于 乘法 封 
闭 的 子 集 ， 我 们 还 指 Садовский[3] 中 一 个 有 趣 的 定理 : 分 解 
成 自由 积 的 任意 群 由 其 子 群 格 确定 。，( 参 看 3D. 14. ) 
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如 已 在 $10 中 定义 过 ， 一 个 群 G 叫 作 群 4 借助 群 刀 的 扩张 ， 
如 果 群 4 是 G 的 正规 子 群 而 商 群 G/4 同 构 于 B， Ж АВП, 
给 定 ， 则 4 借助 B 的 扩张 是 永远 存在 的 一 一 例如 群 4 和 B 的 直 积 
就 是 这 样 的 扩张 之 一 ， 但 是 (参看 8 10) 在 给 定 群 4 和 B 后 群 G 一 
般 说 不 是 唯一 确定 的 ， 因 而 便 有 需要 对 群 4 借 助 群 互 的 所 有 不 同 
扩张 进行 完全 的 刻 划 ， 这 种 刻 划 的 必要 性 除 来 自 群 论 本 身 的 某 些 
问题 外 , 也 来 自 群 论 对 数论 和 组 合 拓扑 的 应 用 . 

对 于 群 4 借 助 群 B 的 扩张 的 研究 通常 是 精确 到 它们 的 等 价 
HE, XX BAÉ A EBORE BBSPHAHU 3E G Н ЩЕ а, Е С 
和 五 之 间 存 在 一 个 同 构 对 应 ， 它 在 4 上 与 恒 等 自 同 构 重合 并 使 对 
应 于 群 互 中 同一 元 素 的 关于 4 的 济 集 相互 对 应 着 ， 可 以 想象 ， 给 
定 的 扩张 G 和 五 可 能 是 辐 构 的 , 但 同时 却 不 是 等 价 的 (与 此 有 关 的 
ZB Гольфанд[1]). 

Schreier[2, 3] 给 出 了 如 何 研究 扩张 问题 的 第 一 个 方法 , 他 的 
埋 论 将 在 本 节 中 介绍 ， 晚 一 些 , Baer[41, 3E 39b — ARP, НН 
了 一 些 , 特别 是 , 在 很 大 程度 上 他 把 研究 群 4 借 助 群 妃 的 扩张 归 经 
为 当 4 是 阿 贝尔 群 的 情形 . 最 后 , 在 这 最 后 一 个 情形 于 最 近 由 于 所 
谓 同调 群 得 到 很 大 的 推进 , 同调 群 一 这 些 群 论 中 的 构造 , 它 很 早 
就 在 组 合 拓扑 中 被 利用 了 而 在 一 般 群 论 的 范围 内 在 Bilenberg 和 


. MacLane[4, 5] 及 Pannees[1] 相 互 狼 立 的 工作 中 得 到 了 发 展 . 


现在 我 们 来 叙述 最 初 的 Schreier 理论 ， 设 群 G 是 其 正规 了 
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ДЕ А ВЕРЕ ВУ SK, РАЕН: ГВ а, b, с, … Жду А НС, 
用 希腊 字母 &, В, ү, … 表示 B 中 元 素 ， 在 群 G 关 于 4 的 每 一 障 集 
бА 中 各 取 一 个 元 素 为 代表 ， 又 因为 G/4 和 B 间 的 同 构 对 应 把 任 
一 个 陪 集 gA il B Але а 对 应 起 来 , 故 陪 集 94 的 代表 将 记 
作 g。， 代 表 Ja 和 9 的 乘积 , 还 是 由 于 G/4 和 8B 之 间 的 同 构 对 应 ， 
和 代表 gas WR a fU B 在 群 互 中 的 乘积 作 其 足 码 ) 在 关于 4 的 
同一 陪 集中 , 即 是 在 4 中 有 元 素 Mog 使 得 
| 9.9 = Чаво, p 
特别 , РОЖЕ В ВУ Аи л. e 为 %, В, 便 得 
9.9. = 9.т,,, 
HZA gm, | | 
3 —Jr ili. 用 元 素 9 得 到 的 正规 子 群 4 的 变形 将 是 4 的 一 个 
自 同 构 .约定 在 此 自 辣 构 对 应 下 А 中 元 素 4 的 象 记 作 at, 


Ja aJa = а“. 
相应 地 用 a*, 5E4, 表示 元 素 8 ab, ХЫН 
(a*)* = (a "а, в | (1) 


其 次 , 由 G 中 乘法 的 结合 性 得 
9,950, — 9а(9вуТр, y) = #аву1Йх, ру в, у 
== (Чата, p) Jy = Gaal JMi, р) 77 ЧовуТар, r Ma, ps 
由 之 有 | 
=, gig, у = Thug, Т sg (2) 
最 后 指出 , 车 gua 和 945 是 G 中 任意 两 个 元 素 , 则 它们 依 下 面 方式 
ЖАН: | 
да, 4b = Jap CM., ,a^b). (3) | 
到 目前 为 止 我 们 是 由 群 和 4 借助 群 B 的 某 个 给 定 扩张 出 发 并 把 
这 个 扩张 对 应 于 元 素 mas 的 集合 一 一 称 之 为 因子 组 ， 和 自 同 构 
а->а° 系 ， 现 在 反 过 来 , 设 在 群 4 中 选 定 一 组 元 素 ms,p， 其 中 a 和 
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В 独立 地 历 妃 群 8 的 所 有 元 素 , 此 外 , 令 B 中 任意 元 素 а 对 应 于 党 
个 群 4 的 自 同 构 aat, 并 且 假 定 满足 条 件 (1) 和 (2)， 今 证 ， 存 在 
群 A4 借 助 群 B 的 一 个 扩张 G, 使 得 给 定 元 素 mw 和 给 定 自 同 构 在 
上 面 描述 的 意义 上 对 应 于 此 扩张 . | 
ЕС се: C ESTEE 9.а, HEP a 是 4 的 任意 元 素 ， 而 符 
号 gs ЯФ В фо а 相互 一 一 对 应 着 。 利 用 公式 (3) 来 定义 G 中 
的 乘法 而 来 证 明 G 是 个 群 ， 此 乘法 的 结合 性 易 由 其 定义 和 条 件 
(1), 《2) 得 出 。 实际 上 ， 
(ga Jeb) J C= (g, gm,,ga b) gc = g, 4, m.p, (Mas pab) "C 
= $5, Ih, p, T, sp (a^) b c — gu, m, p, ma Ca" ) "b", 
д.а: (9269,0) = g,a- (gs,m5,, b" c) 
| | = Japy Masal? ms, ,D' c— беду у вьт Ca") e "bc, 
但 由 于 (2) 两 个 等 式 的 右 侧 是 相同 的 ， 
今 指出 , 24 ws=Z= 时 由 (1) 得 
| (a) = (a*)".. e, 
但 因为 元 素 a' На 一 起 历 遍 整个 群 4, 故 
а" = m". (4) 
其 次 由 (2) 当 В=р=е 时 得 
т... =Ma, Ra, 
由 之 依 (4) 有 
M, Та, = Ma 
但 因为 用 元 素 mi! 去 变形 元 素 т... 并 不 改变 它 , 故 得 
Ma, =... (5) 
最 后 , 令 @==е 由 (2) 得 | 
Me, yM y AM, MEy. 
由 之 有 


Mey = Tuae (6) 
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хз g.a 是 G 的 任意 元 素 , 则 由 (4) 和 (5) 有 
9-4-9.т,,.= emma, a m, 5 gum, a" e m, = 9.8, 
即 元 素 gem, а НЕА. НАХ 
Jal’ Ja- (a^^ ) ma; ,- m, фт, 
即 G 的 任意 元 素 都 有 右 逆 元 ， 这 吏 证 明了 G 是 一 个 群 . 
今 证 ，G 就 是 所 求 的 群 4 借 助 群 B 的 扩张 ， 若 令 4 中 任意 元 
3s 4 对 应 于 G 中 元 素 
а= ф,т„да, 
则 由 C4) 和 (6) 有 
а.Б== ф@,ту\а+ф,т,„\Ь= g, m, Lab — аб, 
Ш 2 9.1. (Ia жа УМЕ) 得 4 二 1， 这 样 ， 所 有 元 素 6 
АОВ 了 ， 它 同 构 于 4， 其 次 ， 如 果 我 们 引入 记号 
й„= @„-1, 则 依 (5) 有 mE Ес 
7.0= 9.1 °9, mila-g,m,,m;la- g, ü (7) 


出 之 得 ， ела, 属于 关于 4 的 不 同 陪 集中 , хе 
дв = 9.а pa 

则 有 550 
0в1= 0а, 


[i-r 25a, ЕЕ Ө н [а] лж, ОХ ле ЛУНЕ 
成 立 的 ， 另 一 方面 , (7) 说 明 , 在 关于 A 的 每 一 左 陪 集中 有 形 如 9. 
的 一 个 元 素 .。 由 

ай„= g,m; La: g,1— g,m,,, (m; 1)*a" — g,a^ — g,a^ 
(这 里 利用 了 等 式 (6) 和 (7)) 得 

j,lüg,—a^CA, 

HE АБС РА, Ш Je 作 A 的 变形 在 其 中 产生 
fs FL a Rr А 的 原 给 自 同 构 a—a* В”. вел, 等 式 


1) 这 里 要 抬 4 和 4 等 同 总 来 ， 并 相应 地 把 4 的 自 同 构 和 4 的 自 同 构 等 同 起 
E, 一 一 译 者 注 . 
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0,057 Jal 941 == masa = Qi sg 
说 明 商 群 G/A ЈЕВ. ИЕС JE RE A 借助 2 的 一 个 扩张 ， 并且 
假若 作为 关于 A 的 左 陪 集 的 代表 刚好 取 元 素 Jo 此 扩张 的 因子 组 
与 原 给 的 元 素 mp SER, 

最 后 ， 把 刚 和 叙述 的 群 G 的 构造 和 前 面 在 定义 因子 组 时 曾 说 过 
的 相 比 较 并 注意 特别 是 等 式 (3), 我 们 得 到 ， 与 因子 组 mas 和 自 同 
№) а-а" 系 相对 应 的 群 4 借 助 群 B 之 任意 扩张 与 上 面 作出 的 扩张 
G 是 等 价 的 . | 

我 们 就 有 下 面 结果 ， 

” 群 和 4 的 任意 元 素 т.р РАМЕ aak, X Фа, д 
СВ, 如果 满 足 条 件 (1) 和 (2), 就 对 应 着 群 4 和 借助 群 甩 的 一 个 扩张 ， 
它 在 等 价 的 意义 下 一 意 确 定 ， 友 过 来 ， 4 借助 如 的 任意 扩张 可 以 
由 这 样 的 元 素 组 和 自 同 构 系 给 出 ， 

在 一 方面 是 扩张 另 一 方面 是 因子 组 和 自 同 构 系 之 间 的 这 个 对 
应 并 不 是 一 一 的 , 因为 在 扩张 9 的 关于 4 的 陪 集中 选择 代表 0, 是 
完全 随意 的 ， 若 G 是 群 4 借 助 群 B l5 —^ 9 9E ELEC AAMAR. 
时 此 扩张 由 因子 组 mp 和 自 同 构 系 Ф. 给 出 , 而 选用 代表 9 — 9.6. 
时 由 因子 组 mao 和 自 同 构 系 pa 给 出 ， 则 群 4 的 这 些 新 的 自 同 
Ej o. 是 由 原来 相应 于 同一 “的 自 同 ЖУ V。 右 乘 以 一 个 内 自 同 
构 而 得 ， 并 且 这 个 内 自 同 构 是 由 元 素 с, 在 群 4 中 确定 的 ， 其次， 
B , 

0% * 9a 77 9.C«* 9806 77 (81,505 Св Qu ВС: h Mapeh СВ 

得 m 
| Mash = Cap 1.5865 Св • (8). 
反之 , 若 给 定 两 个 扩张 G 和 G' 且 若 在 4 中 可 以 找到 元 素 c, a€B, 
使 得 给 出 此 两 扩张 的 因子 组 和 自 同 构 系 之 间 有 刚刚 描述 过 的 联 
Ж, 则 容易 验证 , T8 G 中 元 素 9.4 АЗ] G 中 元 素 Jac ca'a B X] Уй 
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是 确定 G 和 G 间 等 价 关 系 的 同 构 对 应 ， 最 后 , 注意 到 当 对 所 有 

都 有 c.=1 时 因子 组 和 自 同 构 系 都 不 改动 , 我 们 有 下 面 结果 . 

3f A BASE B d$ S A SK G doe G' 是 由 因子 组 mp 和 Mma,g 及 
B B 45 # pA p, 给 出 的 .它们 是 等 价 的 当 且 仅 当 五 中 任意 元 素 
х 可 对 应 于 44 中 元 素 c， 使 得 任意 自 同 构 ps 等 于 自 同 构 ФА Ж 
以 由 元 素 с. 作 得 的 群 A 的 内 自 同 构 , 而 因子 之 间 有 关系 式 (8). 

刚 介 绍 完 的 这 个 理论 当然 不 能 认为 是 完善 的 ， 在 此 理论 中 对 
已 给 群 4 借助 已 给 群 8B 的 不 同 扩 张 的 描述 归结 为 寻求 群 4 的 某 些 
元 素 组 和 自 同 构 系 , 然而 要 求 它们 满足 相当 复杂 的 条 件 , 且 一 般 说 
不 很 减轻 对 非 等 价 扩张 全 体 的 描述 .在 下 面 几 节 中 将 指出 一 些 路 
T, 按照 这 些 路 子 可 较 好 地 接近 于 这 样 的 描述 , 现在 我 们 就 来 作 一 
些 惟 备 性 的 工作 . 

约定 用 六 表示 群 4 的 自 同 构 群 关于 内 自 同 构 子 群 的 商 群 ，% 
的 元 素 将 用 带 足 码 的 a 表示 并 称 为 之 为 群 4 的 自 同 构 类 . 

XE G ЕЕ АЕ ВИ У КН В лоза а 对 应 于 
G 中 的 陪 集 9.4, ДІН 9.4 中 的 不 同 元 素 作 此 ВЕНЕ РН 
的 群 4 的 自 同 构 彼 此 只 差 一 个 内 自 同 构 的 乘 因子 ， 即 是 它们 属于 
同一 自 同 构 类 . 这 样 召 的 任意 元 素 CST] Pr TRE BS — оса, 
并 且 由 JaA gaÀ — 9. 9.4 ЖЕН FER S НЕ У. НГ 

а. Пв = Чар. 

换言之 ， ————— 将 
称 之 为 伴随 此 扩张 的 同 态 对 应 。 | 

设 给 定 群 4 借 助 群 B 的 两 个 等 价 的 扩张 ， 在 上 面 我 们 确 并 了 
存在 于 群 4 的, 相应 于 等 价 扩张 的 自 辐 构 аа 之 间 的 关系 , 由 之 
可 得 ， 这 两 个 扩张 必 由 群 如 到 群 时 的 同一 同 态 对 应 所 伴随 ， 这 就 
使 得 我 们 在 下 面 可 以 局 限于 研究 群 4 人 和 借助 群 互 的 非 等 价 扩 张 ， 它 
们 都 具有 某 个 给 定 的 伴 戎 同 态 对 应 , 当然 此 时 还 必须 确定 , ВУ 
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内 什么 样 的 同 态 对 应 一 般 说 能 伴随 4 借助 8 的 某 些 扩张 . 


3 49。 阿 贝尔 群 的 扩张 ， 同 调 群 


在 本 节 中 我 们 将 研究 阿 贝 尔 群 4 借助 任意 群 呈 的 扩张 。 如 上 
面 说 过 的 ， 此 时 可 仅 限于 研究 由 一 个 给 定 的 B 到 群 虹 内 的 同 态 对 
应 伴随 的 那些 扩张 ， 在 我 们 这 个 情形 中 群 半 和 群 4 的 自 同 构 群 
ЖА, 因此 可 以 把 群 B 看 成 阿 贝 尔 群 4 的 算 子 的 群 ， 这 就 是 说 , Е 
义 了 乘积 аа, a€ A, a B, [Н] aC A. 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) (ab)a— aa-ba 

(2) a(aB) = (аа) В 

(3) ae— a, Ни e 是 群 B 的 单位 元 . 

为 了 强调 ， 这 里 所 考察 的 4 借助 召 的 扩张 具有 一 个 给 定 的 华 
随同 态 对 应 , 亦 即 把 群 九 的 元 素 作 为 算 子 以 怎样 方法 作用 到 4 Е, 
而 把 这 方法 完全 固定 下 来 了 ， 我 们 将 把 这 些 扩张 说 成 是 阿 凡 尔 群 
4 а Ж 3 Ж В в} у. 

若 G 是 一 个 这 样 的 扩张 ， 则 和 群 4 的 自 同 构 4->4 (参看 前 一 
节 ) 与 陪 集 9.4 的 代表 选择 无 关 , НЯ а 引起 的 自 同 构 是 一 致 
的 ， 亦 即 a*— aa, ХЕ, ий ЖЛ АЩ ЛЗ Ж DU ERRE 
决定 于 适合 前 节 中 条 件 (2) 的 因子 组 mao, 由 于 群 4 的 交换 性 ， 条 
件 (1) 与 算 子 群 的 定义 中 之 条 件 (2) 是 一 样 的 . | 

我 们 来 考察 一 切 可 能 的 因子 组 тв, 4, PE B, 它们 都 是 些 在 保 
证 条 件 (2) 的 情况 下 由 具有 算 子 群 五 的 群 4 中 选 出 的 、 明显 地 存 
在 一 个 这 样 的 组 , 即 是 对 所 有 w 和 ,mse= 了 车 mop nup 是 两 个 
这 样 的 因子 组 , 则 乘积 

к, „›Вв 
由 于 4 的 交换 性 也 满足 条 件 (2), 即 也 组 成 因子 组 . 
这 个 因子 组 的 < 乘法 > 是 结 食 的 和 交换 的 , 对 所 有 a, В, mm.,p 二 1 
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所 组 成 的 因子 组 起 单位 元 的 作用 , 组 тов КУН ть, E А, 
BWER). RE RIMI 8I T — A P N REE: 将 用 FCA, 
RZ. 
""—— ———— 
Mash Cas (С.В) Св (9) 
古 满 足 条 件 (2) 的 , 即 是 一 个 因子 组 ， 所 有 这 样 的 因子 组 作成 群 
(A,B) 中 的 一 个 子 群 T(CA, B), 

н. ЕЈ, 特别 是 由 (8), 可 得 , 阿 贝 尔 群 4 借助 算 子 群 
B 的 所 有 非 等 价 扩 张 与 群 F(A,B) 关 于 子 群 TT(A,B) 的 信和 集 , 亦 即 
fo B Ef | 

F(A, B)/T(A, B) 

的 元 素 之 则 有 一 个 一 一 对 应 关系 . 

称 此 商 群 为 阿 贝 尔 群 4 借 助 算 子 群 五 的 扩张 群 . 

当然 , 扩张 群 也 可 以 这 样 来 构造 , 取 等 价 的 扩张 类 作为 其 元 素 
而 用 适当 方式 定义 这 些 类 的 乘法 ,起源 十 这 种 构造 的 扩张 的 乘法 ， 
将 在 $ 51 由 于 为 外 一 个 原因 介绍 给 读者 . 

关于 研究 某 个 群 的 所 有 自 闻 构 的 问题 曾 归 结 为 寻求 其 自 同 构 
群 ， 与 此 类 似 地 ， 现 在 可 以 把 研究 阿 贝尔 群 4 借 助 算 子 群 刀 的 所 
有 非 等 价 扩 张 的 问题 看 作 是 寻求 相应 的 扩张 群 的 问题 ， 本 节 下 面 
的 讨论 就 是 针对 这 一 呈 的 的 . | 

同调 群 ”将 把 其 元 素 为 a, Б, с, … 的 阿 贝尔 群 4 记 成 加 法 的 ， 
而 把 其 元 素 为 4, A, у, -- WATB 记 成 乘法 的 ， 将 任意 在 群 4 
中 到 值 的 ， 群 中 的 一 个 % 元 未 数 f (0, аз, 7,0) $829 n -R SE, 
特别 , 我 们 把 群 4 的 元 素 就 认定 为 0- 维 链 . 

如 采 我 们 用 等 式 

(Лак f) Сац, 0, 7,04) = f (0, бо, 7, 04) H- fa (0, 4, 97,04) 
来 定义 n-fi BE 的 加法， 便 得 到 一 个 阿 贝 尔 群 C^ (B, А). ЖЗ, 
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ай 


СВ, A) = A 

4- FEE n- 2l BE f, #250, ВСЕ (0 3-1) - Е ВЕ vf. 称 之 为 
BE f m 并 定义 为 : 

(Vf) (à. а, "oy 0444) =F C, 7 08.1) 


十 (-1*f(a, eee, os Gu EE Фуа, ttt, "T 
k=l 


+ С 1)" HS (а, t, ndani (10) 
容易 验证 
| Vlfit+f,)= Vf vf,, (11) 
HERE м f->Vf ERE C" CB, A) SURE C^ "CB, Arh ti У, 
还 有 下 面 重要 的 关系 式 : 
VCVf)=0 (12) 
Ш, Же AE. 
实际 上 , A Л жж 2- 维 链 , M VCVvY 门 是 一 个 (2 十 2)- 维 链 ， 即 是 
cl ao ***, 0, +9 УЕ. ИНЕТЕ, 我 们 将 得 到 等 式 (12)， 
因为 任 一 被 加 项 邦 必 出 现 两 次 且 具 相反 的 符号 ， 设 在 展开 
VG) 时 指定 的 被 加 项 是 象 下 面 这 样 出 现 的 ， 存 第 一 次 应 用 等 式 
(10) Z jg HRS, Е. О<сЁй<сп--2, — ex XX (10) mg Н 
РО, OSIKA ХДО СТ) 对 每 一 被 加 
项 这 些 居 和 ?都 是 什么 ,在 下 表 中 给 出 ‚ 因 之 此 表 也 就 结 束 了 等 式 
(12) fj iE JJ. 
称 п- ЕЕ} y п- 18. ЗИ Vf 二 0、 由 (11) 得 n-A RR 
C (B, OBT 4 ZO, ARZ. 
另 一 方面 ， 当 1 之 0 hp EAEan 1) -258E2 hy ЕН 
于 (11) 组 成 群 C"(B, 4) 的 一 个 子 群 ， 我 们 将 用 D" CB, ARRE, 
因为 由 于 (12) 每 个 界 都 是 回 , 故 月 
D" (B, А) СЯ" CB, A). (13) 
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被 和 项 的 类 型 ENT | 符 s 


k, k—1 ( —1)2Е71 


f(a, tt ДЕЛОВОЕ На. ***, akr), 2 Е=п-1 
b-Lhk-1 | С) 


a — i 
f(as, IOIt+1! re C EO E v1. t. (Таз з) Ё, I ( ])** 


ISE 1, ksnol 1, k—1 ( — 1)r*t-1 
| 
k. 0 | (—1) 
f(a =, arare y de D 251 ) 
0, k—i (—1)*7! 
С — 1)" +8+2 
fla, t, СЕСК+1, """, Qn*1) Gn; ]zxk zn 
k, n 3-1 (—1)^***1 
(аз, ``", &һ+1) 1, 0 —1 
0, 0 1 


n1d-2, n--1 ( —1):»*3 
п+1, n4-1 (—1)2” +2 


З 
十 - 
hoà 
zw 


fla db O5) Gain ^, 


当 n=0 HRA DCB, А) =0， 在 此 情形 包含 关系 (13) 仍 然 


H” (B. А) =Z” CB, A)/D"CB, А) 
MERE B XERE A Ef m zx ESSE D. 
当 n—0,1,2 时 的 同调 群 ， 依 定义 ，0- 维 链 了 就 是 4 中 元 素 
a， 这 时 依 (10) 有 
| (Vf) (а, ) = а— ао, (14) 
因此 f 是 圈 当 和 且 仅 当 对 所 有 B 中 o% A aawa, (XE 9] ОВ, А) 
= 0, 我 们 有 
ОХА НВ, A) 是 群 4A 的 子 群 ， 它 由 此 群 中 一 切 在 BB 的 
所 有 算 子 下 映 到 自身 的 元 素 组 成 ， 
D 我 们 该 是 更 接近 于 拓扑 中 所 使 用 的 术语 ， 如 果 称 此 群 为 上 同调 的 群 或 Y- 同 调 
пвх E LIRE. | 
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其 次 ,名 f—f(0x 1-Е, 则 依 (10) 有 


(Vf) (a,, а) = f (a5) — f (а) + Sf о)», = (5) 
随 之 , ВЕ f (o) AE BE 24 EL C 
f (a,0,) = f (вш) t f Ca)as. (16) 


BE B SIE A PES — Ic 31 EP ЛЕСИ ЖЇН И L2 Х 
的 研 同 态 对 应 ，、 有 一 系列 论文 研究 它们 ， 特 别 古 与 对 域 论 的 应 用 
有 关 究 ， 我 们 指出 这 些 论 文中 的 第 一 个 一 一 SchurL2j， 以 及 
 Baer[28, 31j. | 
另 一 方面 , 由 于 (14) 链 f Са) JR T TH D'CB, А) Ч АХ ЧЕ A 
中 有 元 素 4 , 使 得 
f(a) =a— aq. (17) 
这 样 的 交 义 同 态 对 应 叫 作 主 的 ， 因 此 ,1 次 同调 群 召 (B, A) АВ 
到 有 所 内 交 义 同 态 对 应 的 群 关于 主 同 态 对 应 子 群 的 商 群 。 
我 们 更 有 兴趣 的 是 2 2 АПАИ, x6 (a, %2) 丰 2- 维 链 ， 则 依 
(10) 有 
(Vf) (a, ao as) = f (о, X3) — f (5,05, as) 
T- f Сол, оз ) — f (од, >) в. (18) 
因此 , f ASERS 
f (о, asas) FF (05, аз) = У 0, Xo, A3) +F R2) 619) 
或 者 与 (2) 比较 ， 这 就 是 说 了 是 具有 算 子 群 8 之 群 和 4 的 一 个 因子 
组 .因而 | 
| Z*(B, A) - F(A, В). 
Э— 771, fk(O50)8& (а, 0: ЖТ D (B, 4) 当 且 仪 当 存 在 这 
ER 1- 维 链 pla), 使 得 
f (01, а.) = Pa) —9(a,05) + ф(ш,)@. (20) 
将 它 与 (49) 比 较 , 我 们 得 到 
D'(B, A) 2 TCA, В). 


ХН, 2 次 同调 群 H*G, Ау A) 5 EF A f$ B) 3- 3- 2£ B в A RES 
4. 

ТЕ Eilenberg, MacLane[4], [6] 中 可 以 找到 对 同调 群 H* 
(В, 4), n>3, 的 某 种 解释 . 


350. 2 次 同调 群 的 计算 = 

上 面 得 到 的 , 把 阿 贝 尔 群 4 借助 算 子 群 B 的 扩张 群 , 解释 为 B 
到 4 内 的 2 次 同调 群 ,还 没有 把 寻求 这 个 群 变 得 容易 一 些 ， 但 是 ， 
存在 有 一 些 方法 ， 它 们 把 计算 群 Н" (В, A) 归结 到 计算 某 个 群 
H'(B, А’), 其 路 <n， 然 而 一 般 说 群 4' 比 原来 的 群 4 有 着 较 复 
杂 的 结构 ， 对 这 些 方法 中 的 一 个 加 以 改进 ， 就 得 到 将 在 本 池 中 氢 
述 的 计算 群 H* CB, 4) 的 一 个 方法 , 它 利用 以 自由 群 的 商 群 表示 群 
B 的 任意 一 个 表示 (参看 MacLane[1]), | 


设 
В=8/Е, 
其 中 心 是 自由 群 ， 其 元 素 记 作 т, 9, …。 ЖЖ А Е a 
TS НЕЕ v 
| dz -—a(zR), О (21) 


并 在 这 里 把 陪 集 zR 看 成 群 也 的 元 素 ， 则 群 8 就 成 为 群 4 的 算 子 
的 群 。 事 实 上 , .上 节 中 的 条 件 D 一 3) 是 容易 验证 的 .因为 如 和 
群 B 的 单位 元 是 一 致 的 , 故 由 (21) 得 ,对 五 中 任意 元 素 7 有 
ат=а. (22) 
男 一 方面 ， 用 群 S ЕЕРЕЕ Т) ЕЕ ТЕВ vp у= 
生 一 个 自 间 构 , 这 使 得 可 以 认定 群 S Вуле В НУР. 
这 时 群 且 和 和 都 是 带 算 子 的 群 ， 且 具有 相同 的 算 子 群 S， 随 
Z. ЕЕ АЛИТ AF a & UE рде ЕА ВАХ, 
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ф(х 'тх)=Ф(т)х, ?ER, «6 Б. (23) 
XE oy dE RSILAPIESPI d S IB ры, 则 由 等 式 
(p--$)(r)-9(r)-T (т) 
所 定义 的 它们 之 和 也 是 带 算 子 同 态 对 应 ， 按 此 加 法 BR 到 4 的 带 算 
子 同 态 对 应 组 成 阿 贝 尔 群 ， 我 们 将 称 之 为 带 算 子 同 态 对 应 群 并 用 
Q(R, А; 8) #72, | | 
其 次 , RTEZ 9 到 群 4 i96 8 Н] БЕЯ БУ фб), Jh 
即 ( 参 看 (16)) | 
gy) =p) +p yy, | (24) 
则 由 于 (22), 2438 pz R3] В PEREI mw 是 一 个 同 态 对 应 . 此 
同 态 对 应 是 一 个 带 算 子 同 态 对 应 , 这 是 因为 , 由 (24) 和 (22) 有 
p(z^irz) -o(z)- 9(z r)z-g(z) e(r)zt p(z re 
—9(z)--o(r)s--9(z^ )a. С 
{ЕНЕ НН т=1 ЖА, p) = 0, 我 们 得 到 
p(z) T 9(z^7!)z-—0, 
因而 | 
e(z^ r2) = ф(т)2. 

Я О'(В, А; 8) ЗЕ ER 3E ЕШ Я АМ XL [sd 态 产生 
УРЖА АУ ЛУ Ау Ж. CER ОСЕ, А; 5) 的 于 
BE, xx AE Н 5 1 А ру ХЕ БУ ЙЕЛ 

(ФЗ) (х) = ф(х) + ф(х) 
41 p RE, НИЕ Z CS, А). 

我 们 的 目的 是 证 明 下 面 的 MacLane х 32, 

群 B 在 群 A4 上 的 2 次 同调 群 同 构 于 带 算 子 同 态 对 应 群 
QCR, А; 58) 关 于 子 群 O'(R, A;5) 的 商 群 С | 
H? (B, A) ОС(В, A; S)/Q'CR, А; 5). 

为 了 证 明 ， 首 先 在 群 S РЕВ B9 8 — Pr B de — 
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Л, ЭНЕН РА B лов а 的 那个 陪 集 的 代表 , 记 作 sa 因 
而 有 
a — s,R. (25) 
这 时 
$.9в=8.вТ(а, В), | (26) 
Hop rlCa, 8)ER， 并 且 当 然 这 些 因 子 7(a, В) 之 间 有 型 如 等 式 (2) 
的 等 式 ， 在 陪 集 刀 中 我 们 选取 单位 元 作 其 代表 , 即 5,71, Hh e 
是 群 B 的 单位 元 ， 
. 今 令 gp(7) 为 群 且 到 群 4 内 的 一 个 任意 带 算 子 的 同 态 对 应 .此 


时 

|. 9a, В) =фФ(т(а, В)) (27) 
是 群 了 到 群 4 内 的 2- 维 链 ， 即 是 群 C (В, 4) 的 元 素 ， 它 还 是 图 ， 
这 是 因为 


(vg) (a, В, ү) = e, ү))— фота, уефа Вү)) 
—[o(r(a, 2))]у. 
再 利用 (25)、 CDAK РАНЕ Ж. ВП (23), ЗАП. 
[ф(т(а, В) ) Ју = [фбт(а, 2) ) 15, = 9(s, ‘Са, 2) 5,). 
最 后 注意 到 wp 是 及 到 4 内 的 同 态 对 应 ， 而 元 素 r(x, Bb) 之 间 有 型 如 
(2) 89 SE XX; 我 们 就 得 
(V9) (a, B, y) =0, 
BI (о, £)€Z* (B, А). 
ф(т)—>9(а, 2), - | (28) 
把 五 到 4 的 两 个 带 算 子 同 态 对 应 之 和 映 到 相应 的 2- 维 圈 之 和 , 即 
ERE QCR, А; S) SIREZ CB, 4) 的 一 个 同 态 对 应 ， 把 后 面 这 个 群 用 
自然 方式 映 到 其 商 群 H (B, A) Е, 我 们 便 得 到 群 QCR, А; S) 到 群 
H'(B, 4) 内 的 同 态 对 应 ， 


88° Км || 19. 
今 证 ， 这 个 同 态 对 应 把 群 9(R, А; 8) 9e Ф| ж ^ Ж НСВ, А) 
Е. ХИН НСВ, 4) 的 任 一 元 素 , 也 就 是 群 ZB, 4) 关 于 子 群 
D'(B, 4) 的 任 一 陪 集 ， 并 在 此 陪 集 中 取 一 个 圈 f(a, В) 为 其 代表 . 
同时 我 们 可 以 认定 此 图 是 标准 化 的 , 即 是 满足 等 式 
f(a, e)=f(e, В)=0, (29) 
其 中 e ERE B IR 7С. 
这 是 因为 ,我 们 知道 ， 随 便 选 定 的 这 个 圈 f (о, P) 总 可 看 作 群 
4 借助 算 子 群 B 的 某 个 扩张 的 因子 组 ， 且 它 是 由 此 扩张 关于 4 的 
陪 集 之 代表 的 某 个 选 法 而 得 到 的 ， 若 是 改变 代表 的 选 法 而 取 单 位 
元 作为 单位 陪 集 的 代表 , 则 得 到 与 原来 的 相等 价 的 一 个 扩张 , 亦 即 
新 的 因子 组 仍 在 我 们 上 面 取 定 的 群 2:(B, 4) 关 于 子 群 D'CB, 4) 的 
某 个 陪 集中 ， 同 时 这 个 新 的 因子 组 已 经 是 标准 化 的 了 ， 这 可 由 等 
式 (5) 和 (6) 看 出 , 
现在 我 们 来 构造 群 8 到 群 4 的 一 个 映射 PC), 使 得 它 ERAT 
ШЕЛ: 对 中 任意 元 素 x,y 有 | 


ф(ху)=ф()у-+ Фф(у) t f CcE, yR). |... (30) 
因为 圈 f Ca, Pod TOR, 则 由 (30) 得 
g(1) —0. (31) 


其 次 ， 如 果 我 们 在 群 S 中 选取 一 个 自由 生成 元 系 并 对 此 系 中 任意 
зв 8 — 


р(8) —0, (32) 
则 这 不 会 和 (30) 相 矛盾 .这 时 由 (30) 得 
p(s )=—f(sh, 5-'В). (33) 


设 元 素 y 在 选 定 的 自由 生成 元 下 之 最 简 表 示 式 的 长 小 于 ， 
且 对 所 有 这 些 у, 都 已 定义 了 ФО). 并 设 元 素 x 的 长 是 ， 把 字 z 
表 成 两 个 字 的 乘积 且 在 这 两 个 字 之 间 没 有 可 消 的 ， 再 利用 (30) 我 
们 可 定义 值 p(z)， 这 与 把 “ 表 成 长 为 2 和 1, 两 个 字 的 积 之 选择 
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Je eh hcl, 这 是 因为 禄 据 (30) Li ЖОЧИ 了 成立 的 等 
019), 易 证 


— re 


nd 


Q(xyz)—9(xy-z), 


— net # # 
T= $11522 °*** 5. ^, 


yl 
p(sti-(stssf5))— 9 ((stisi2)*(sgr si) = өөө 
—gQ((si1si5i )'8s;*). 
这 样 ， 对 应 关系 PCZ) 对 所 有 2 部 定义 好 了 .然而 需要 证 明 ， 


等 式 (30) 实 际 上 对 任意 &@ de y 都 是 成 立 的 ， 若 在 字 2 和 3 之 间 不 
存在 任何 可 消 的 , 则 这 由 上 段 中 所 说 的 可 已 得 出 ， 乃 一 方面 , 容 多 
验证 当 z,y 中 有 一 个 是 1, 还 有 它们 两 个 的 长 部 是 1 ， 我 们 的 结 
论 是 正确 的 ， 事 实 上 ， | 

| p(s 8) = ф(1) =0, 

而 依 (32) 和 (33), 有 | | 
p(s -stop(s)+f(s BR, sR) =—f(sR, s 'R)s+f(s ER, sR), 
注意 到 (21), 令 Ql 二 38, Qs 一 8 R, аз = 5А 由 (19) 可 以 推 得 此 等 式 
的 右 侧 是 等 于 零 的 . 

这 样 , 我 们 可 设 对 于 任意 元 素 对 , 其 长 之 和 小 于 元 素 & 和 2 之 
长 的 和 者 , 等 式 (30) 已 经 证 明 , FRETE v8 9 之 间 存 在 有 可 消 
UD. ж 

r-—zs, Y=8 у 
其 中 s 是 自由 生成 元 中 的 一 个 ， 而 表示 式 是 最 简 的 ， 则 依 归 纳 假 
设 ， 
e (zy) = e(z'y') =Ф(2')у 十 PC ) РРС B, у B). 
男 一 方面 , 由 (32) 和 (33) 有 
PCZ) 一 DCZ )s+f(r Е, sR), 
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p(y)=—f(sR, s 'В)у to(! )+f(s BR, y В) 
因而 
ф()у-+ф(у)-Е}(«Ё, ук) =ф(х')у + rR, sR)s y | 
—fGR,s  B)y'o(y ) - f (s R,gy'R). 
ct f(z'sR,s !y'R) 
==ф(т )y ФОНДА B, y В). 
在 得 到 最 后 这 个 等 式 的 过 程 中 我 们 两 次 用 到 等 式 (19), 第 一 次 是 令 
1 一 8 有 Ra 一 S !R,a4—9 R, Mm Zn а = Ё,@=8Ё,®=8*'0' В. 
用 同样 方法 可 检验 r=r s, y= sy 的 情形 . 
我 们 构造 了 群 8 到 群 4 内 的 一 个 对 应 p(z)， 它 具有 性 质 
(30)， 如 果 "ЄР, 则 由 (22) 和 (29), 有 | | 
фФ(тт)=ф(>)-+Фф(т). (34) 
特别 , 24 ri 2ER, 有 
_ ф(түг,)=ф(т)+Ф(т;), 
亦 即 对 应 p(7), T€R, ÆRA AA 的 同 态 对 应 ， 这 个 同 态 对 应 还 
是 带 算 子 的 同 态 对 应 , 这 是 因为 ， 
ф(ж'та)=ф(х”!т)-+ф(х®)-Е}(х^!тЁ®Е‚,х+В) 
或 者 由 (34)， 
ф(х та) = ф(х^!)2-+-ф(т)ж-„ф(т)-+}](:!ЁВ,‚ zR). 
当 r=1 时 便 得 
p22)=9p(1)= o=pl atol) +f В zR), 
因此 有 
(2-10) = o(r)2. | 
现在 来 证 明 , 映射 (28) 把 带 算 子 同 态 对 应 p(r) mk 84 A d hx 
ВВ, A) P TFR D'(B, 4A) 的 那个 陪 集 上 ， 事 实 上 , 由 于 
(27), (26), (21), (25), 《30) 有 
ф(а, B) =ф(т(а, 8)) = ф(5; 5.54) = ф(8; в)а8 + p(s,sp) 
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tf cILR,s,ssR)-—go(sii)aB-- ps.) A 9Csp) 
tf(a, B) --fCCaB) ', a). 
但 是 | 
0=ф(1) = ф(5, 65.6) —9(s; pp + pss) +f ap) ', а). 
因此 | 
P= (a, B) — fla, 8) = os.) A t plss) — plae), 
又 因为 p(s) 可 以 看 成 是 群 B 到 群 4 的 一 个 映射 ， 亦 即 可 看 成 群 
C' (В, 4) 中 的 元 素 , 故 由 (20) 有 
plæ, В) — f Ca, B)ED'CB. А), (35) 
而 这 也 就 是 要 证 的 . 
XIE, RMA T Ë QCR, A; S) ZA HCB, A) 上 的 一 个 同 
态 对 应 现在 要 证 明基 本 定理 ， 只 要 能 够 证 明 ， 此 辐 态 对 应 的 核 
是 子 群 9'(R, 4; S), 也 就 是 要 证 明 ， 在 映射 (28) 下 8 (А, A; S) & 
元 素 且 仅 有 它们 被 映 到 РВ, 4) 中 的 元 素 上 ， 
iz p(7) 是 群 且 到 群 4 的 一 个 带 算 子 的 同 态 对 应 , 并 且 它 是 由 
RES 到 群 4 的 一 个 交 义 同 态 对 应 or) f^ HER. 交叉 同 态 对 应 的 
定义 等 式 (24) 是 等 式 (30) 的 一 个 特殊 入 这, ЕЈ (а, B) 272 
ВЯ 
f Ca, B) =0, _ (36) 
则 《30) 就 变 成 (24)， 因 为 在 前 面 证 明 的 最 后 一 段 中 除去 (30) 外 没 
有 使 用 映射 p(7) 任 何 别 的 性 质 , 故 在 现在 的 情况 由 (36) 得 包含 关 
系 (35) 具 有 形状 
(æ, В)Єр°(В, А), 
ИП ТЕВЕ Я (28) FRR ШИЕ] SORT БУ FCR ЛР D'CB, А), 
反之 , 设 带 算 子 的 同 态 对 应 p(7) 在 (28) 下 上 映 人 子 群 产 (B, А). 
随 之 存在 一 个 1- 维 链 $9(a)EC'(B, А), 使 得 
pla, B) = 9 CB) — PaB) + $ (a). | (37) 


$50. 2 次 同调 群 的 计算 TT 


我 们 指出 
V (e) —0, (38) 
其 中 。 REBHA. EKE HF s.=1 由 等 式 (28) 便 得 等 
A rCe, B) — 1, ХИ ФН ВАЛА, Ц 
Ple, B) =ф(г(е, В)) = 9 (1) =0. 
因此 由 (37) 有 
2#(8)—%#(8)-+%(е)8={ф(є)8=0. 
А В = е, 注意 到 算 工 的 群 定义 中 的 条 件 3) 1Ш{4(38), 
今 用 下 面 方法 定义 群 8 到 和 群 4 的 一 个 映射 f(z)，4 中 任意 
元 素 x 可 唯一 地 表 成 形式 


х= 5,7, TCR. 


我 们 令 
/(ш)у=ф(«)+е(т). (39) 
如 果 z€R, Wi a= e, 因此 由 等 式 s,= 二 1 和 (38) 得 : 对 所 有 тЕВ 
| Р) = Фф(т), 


现在 剩 下 来 要 证 的 是 , 映射 J(7) 是 群 S 到 群 4 的 一 个 交 义 同 
z—s,Q, УзА = 
则 由 (26) 有 
ху = з5„в[т(«, 8)(551т8в)т ]. 
因此 , 利用 (39), (37), (27), (23) $8021), 我 们 有 
fJ (zy) = 9 (aB) - p[r(a, В) lsz rsr ] 
= 4(8) + 9(a3)8—9(a, B) -e(r(a, 8)) — 
t eG rse) t Cr) 
== ф(В) + PBPP +p) =f) +E) 
=f (y) + f(x). 
与 (24) 相 比较 , 我 们 看 到 FC) B 8 A — 1 28 А eR 
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MacLane 定理 证 完 . 
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现在 我 们 转 来 研究 非 交 换 群 4 借助 群 也 的 扩张 将 依照 
Eilenberg，MacLane[5]， 如 在 348 中 指出 过 的 , 此 时 可 以 只 讨论 
由 一 个 给 定 的 同 态 对 应 Ө 伴随 的 那些 扩张 ， 这 里 0 是 群 B А 
的 自 同 构 类 组 成 的 群 氏 中 的 同 态 对 应 ， 
然而 并 不 是 8B 到 外 中 的 任意 同 态 对 应 都 可 能 伴随 4 借助 B 
的 扩张 (参看 BaerL4] 中 的 例子 ), 下 面 首先 来 确定 , 在 什么 条 件 下 
这 是 可 能 
iz 0 "m H A BS ES АУ. det 同 构 类 Ө(а), 
gEB， 中 选择 一 个 自 同 构 9。 自 间 构 Pepa 和 фав 在 一 个 自 同 构 
类 内 ， 因 此 自 同 构 pappe 是 内 自 同 构 而 且 是 由 群 4 的 某 个 元 素 
hCa, B) WES. 
约定 用 《0?》 表 示 群 4 中 由 元 素 а 确定 的 内 和 HIH. 这 样 ， 
| PaPe = Фав<й (а, B)». 0 (40) 
利用 自 "ТЕКС 合 性 并 注意 到 对 和 群 4 的 任 一 目 同 构 和 此 
群 的 任 一 元 素 а 有 等 式 
| q^ (a) ag), (41) 
考察 乘积 papp9y ,我 们 可 得 到 等 式 . 
«а, By) RCB, у)) = <р, yY) Ala, В)Ф,>. E 
确定 同一 个 内 自 同 构 的 元 素 和 披 此 间 相 差 一 企 中 心 内 的 元 素 ， 因 而 
在 群 4 的 中 心 和 中 存在 一 个 元 素 z(&%, В, у), 使 得 
h(a, By)hCB, у) = (а, B, y) = (ав, y)-h(a, B)o,. (42) 
我 们 得 到 了 群 B 到 阿 册 和 尔 群 中 的 3-2 КН ЕВ, 此 
链 是 个 圈 ; 然而 这 个 对 我 们 是 无 天 索要 的 ， 
链 zla, B, 7) 依赖 于 自 同 构 Pa 和 元 素 Ala, РОЖЕ. АЕ, 
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群 C*(B, Z)5 TX DB, див н ЖАА 
应 0 本 和 映 一 意 确定 . | 

事实 上 , 设 把 元 素 ha, 6) 换 成 那 确 定 群 4 的 同一 个 内 自 同 构 
的 元 素 (a, 6)，、 此 时 在 群 4 中 心 Z 内 存在 有 元 素 f (a, В), 使 得 

№' (в, B) — h(a, В) } (а, B). 

现在 依 公式 (42) 来 计算 相应 于 元 素 有 (а, 2) ЙЕ z' (а, 2, у), A 
2' (а, B, y) | 

= [1 (р, у) (2, Ву) (В, y) :fla, 8)ф„]1г(а, B; y). 
Н (18), 上 面 方 括号 中 是 2- 维 链 / Со, P) Te, 因而 链 z 和 2 在 关 
ЗЕ DG, 2 的 同一 个 陪 集中 . 

注意 到 f Co, B) ETE B SE Z рр A FE XOT) 2- 维 链 , 因此 ， 作 
Я 2' (a, В, y) T Ee z(a, B, у) X T РВ, 2) 之 了 集中 任意 
一 个 链 . 

另 一 方面 ， 设 把 自 同 构 p。 换 成 属于 同一 自 同 构 类 0(a) 的 自 
间 构 p*， 随 之 , 在 群 4 中 有 元 素 hs 使 得 

Qs. (43) 


这 时 由 (40) 和 (41) 有 

Ф. Фе = Pas ACA, B) Ck ps) Ка? = Фав<Ес й (а, B) (epp) Ер). 
因为 依 上 面 所 证 明 的 , 我 们 能 够 随意 选择 元 素 h(a, В), 今 设 

| В (а, B) = k;sh(a, B) Ck pg) ks, 
H1 ZZ № (43) Н 

т (а, В) =Ка, В) (gh). (44) 

反复 利用 这 景 后 一 个 等 式 作为 a 和 ERIR «В, у, fX 
就 取 w 有 本 身 , 然后 取 В, у, 等 等 ,并 注意 到 (43), (40) 和 (42), 我 
们 得 到 : 

Еарб (08, VYER (а, Ppl 
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= (068, УЕ, k,sh' (a, B) ]Ф' 
= h(af, y)k,EA(a, B) bs (фу) 19", 
= h(afl, у) (№ (а, B)g, ЕВ CI.) 19, 
= (а, By)hCB, y)z(a, B, y)k, Choo) kapep) 
= h(a, By) ks, h CB, у) kapp, ) = (а, В, y) 
© —h(a, By) ks, (kapa) h (B, у) zCa, B, y) 
= ks, (a, By) CB, y)z(a, B, y). 

由 之 得 | | ME 

k (aß, ER (a, В)ф, ] - h (а, By) (В, у)2(а, В, y), 

JR Bp, Te d& 4| DX FE Е 7С k (a, PRESE z (o, В, ?) 保 持 不 变 ， 这 
和 上 面 证 过 的 合 在 一 起 就 结束 了 此 断 语 的 证 明 . 

群 万 到 群 虹 的 一 个 同 态 对 应 0 能 伴随 群 4 借 助 群 玉 的 某 个 
扩张 , 当 且 仅 当 关于 РВ, 多) 的 陪 集 , 其 中 含有 由 等 式 (42) 确 定 的 
№ z(a, B, v) dt, 与 子 群 D3(B, П). | 

实际 上 , 设 存在 群 4 借助 群 了 的 一 个 扩张 G, ПИЯ ЖАГУ 0 伴 
随 它 ， 由 关于 4 的 陪 集 选 出 代表 ga 后 此 扩张 决定 于 因子 组 maos 
和 自 同 构 系 a->a"， 并 且 满 足 条 件 (1) 和 (2)， 这 时 作为 自 同 构 v. 
可 以 取 自 同 构 aa^, 而 作为 元 素 kla, ARAF m。,p， 由 条 件 
(1) 可 知 等 式 (40) 是 成 立 的 , 而 条 件 (2) 说 明 , 在 等 式 (42) 中 应 设 

#(«, B, y) -1 对 所 有 В, УЕВ (45) 
这 样 定理 的 一 个 方面 就 被 证 明了 . 

反 过 来 , 设 同 态 对 应 0 具有 性 质 : 在 自 同 构 ps。 Е В (а, B) 
的 某 种 选择 下 所 得 到 的 链 z В, УМРУ" В,2). 上面 
已 经 证 过 ， 适 当 变 动 一 下 元 素 h(a，B) (如 果 需 要 的 话 )， 可 以 把 
D*(B, Z)'hfES&2C XR Ez (а, В, р), 其 中 也 包括 链 (45)，、 但 走 在 
链 (45) 这 个 情形 中 等 式 (40) 和 (42) 变 为 (1) 和 (2)， 亦 即 存 在 群 4 
借助 群 B 的 一 个 扩张 , 它 是 由 因子 组 h(x，B) 和 自 同 构 系 es 给 出 
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№. 显然 , 这 个 扩张 是 由 生态 对 应 Ө 伴随 的 ， 
现 转 来 研究 群 4 人 和 借助 群 妃 的 由 同 态 对 应 9 伴随 的 非 等 价 扩 
w. 首先 指出 ， 因 为 群 4 的 任 一 个 自 同 构 都 诱导 出 此 群 中 心 乡 的 
一 个 自 同 构 ， 并 且 群 4 的 属于 一 个 自 同 构 类 的 自 同 构 诱导 出 秤 2 
相同 的 自 同 构 ， 故 同 态 对 应 9 把 群 互 作成 乡 的 一 个 算 子 群 ， 下 面 
就 在 这 种 与 给 定 同 态 对 应 Ө 相 联系 的 意义 下 来 理解 群 2 的 算 子 群 
В | | 
fr TE BB do Ө 伴随 的 ， 群 4 借助 群 刀 的 一 些 扩张 . 
我 们 来 证 明 , 在 由 同 态 对 应 0 伴随 的 , 群 4 借助 群 刀 的 所 有 非 等 价 
扩张 以 及 阿 贝 尔 群 加 ( 群 4 的 中 心 ) 借 助 相应 于 同 态 对 应 9 的 算 子 
群 百 的 所 有 非 等 价 扩 张 之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 它 把 现在 我 们 感 闪 
趣 的 问题 归结 到 前 面 几 节 中 的 结果 上 去 ， 
Ж Ө ЖАШЫ ВУ УК, 它 是 由 同 态 对 应 0 伴随 者 之 一 , 而 五 
是 各 借助 算 子 群 五 的 任意 一 个 扩张 .考察 一 切 可 能 的 对 
(g, А), gEG, ЕН, 
要 求 它们 满足 条 件 : 陪 集 :94 hAdR E T HEB MS 同 一 个 元 素 a 
在 这 样 对 上 的 直面 运算 
| (g, h) Cg, À) = Cgg' , hh) 
使 得 所 有 这 些 对 的 集合 作成 一 个 群 ， 我 们 将 用 G 表 之 .， 形 如 (a， 
2),а©А, ZEZ, 的 对 组 成 其 中 的 一 个 正规 子 群 4， 而 形 如 (z, 27), 
ZEZ, 的 对 组 成 正规 子 群 NL. 
HE 
| | G'—G/N 
具有 正规 子 群 А’=А/М, 它 同 构 于 4， 因 为 在 4 的 关于 六 的 任意 
陪 集 中 含有 且 仪 含有 一 个 形 如 (a, 1) 的 元 素 ， 商 和 群 
В’ 一 G /4 人 CH/4 
同 构 于 群 B, 这 是 因为 ,车 (9, h) 是 6 中 元 素 ， 则 陪 集 (9, МАН 
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切 形 如 (9 hi), 其 中 g,€gA, kh ERZ, 的 元 素 组 成 . 令 陪 集 (y, А 
对 应 于 陪 集 94 和 AZ 都 对 应 的 互 的 那个 元 素 % 则 得 B' fn B Zia) 
的 同 构 对 应 。 随 之 , 群 G 是 群 4 借 助 群 忆 的 一 个 扩张 。| 

” 设 群 4 的 扩张 在 由 关于 4 的 陪 集中 选 定 代表 gs 后 是 由 因子 
组 тв 和 自 同 构 系 aa^ 给 出 的 (参看 548), if it Z ЗУ ЛЕН ДЕ 
由 对 2 的 陪 集 中 选 定 代 表 А, 后 是 由 因子 组 as 给 出 的 ; 在 这 种 情 
况 自 同 构 系 已 由 B 是 算 子 群 而 确定 了 ， 从 上 面 说 过 的 可 得 ,在 8 
的 关于 4 的 陪 集中 作为 代表 可 选择 元 素 

Ja = (Ja В) N. (46) 
下 面 来 找 出 , 在 这 样 选择 代表 时 确定 扩张 G AT 组 和 日 同 物 系 . 
9.92 == (92, Ra) N > (9р, he) М 
= (9.98, В.в) N 
= (Jab Mashy Р.в) N 
= (gus, hab) N + (Masp, nas) N. 
[BR ЛЖ (тш, n2 DEEN h, 因而 
Cm, р, tug) М = (Masta 1)N, 
EHETE 的 元 素 Maphap, XTP, 所 求 因子 组 是 由 元 素 
Mash — ауаз В (47) 
组 成 ， 另 一 方面 ， 用 元 素 9 去 变形 群 4 的 元 素 4， 也 就 是 陪 集 
(a, 1)N, 我 们 便 得 : 
(95', В): (a, 1) №: (gu, ha) N = (a^, 1) N =a". (48) 
随 之 ， 由 扩张 О 的 元 素 9. 在 群 4 中 所 产生 的 自 同 构 与 由 扩张 G 
的 元 素 Ja 在 群 4 中 所 产生 的 自 同 构 相 重 合 。 由 之 特别 可 得 出 , 扩 
д @' 和 扩张 G 伴 随 以 相同 的 同 态 对 应 0. | 
因为 群 4 的 扩张 9 ERE ARS 扩张 8 和 群 Z 的 扩张 二 的 选择 
完全 决定 , 我 们 对 它 引 入 下 面 的 符号 
| | G' — (GG, Н). (49) 
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认定 扩张 GG 是 国定 的 , 我 们 来 计 明 , SE A T8 55 9E B B. d e A 
应 日 伴随 的 任意 扩 张 都 等 价 于 在 如 的 一 个 适当 选择 下 形 如 (GQ, Н) 
的 扩张 ,而 玉 是 2 借助 算 子 群 B 的 扩张 . 

事实 上 , 因为 扩张 С’ 由 同 态 对 应 Ө 伴随 ， 故 我 们 可 以 选择 关 
于 4 的 陪 集 的 代表 ga, 使 得 这 些 代 表 在 群 4 中 产生 的 自 同 构 就 是 
广 张 G 的 元 素 9。 所 产生 的 自 同 构 a->a*， 设 在 这 样 选 择 代表 时 对 
та УЕН ЕС mi ARA, HO), ICR тов 和 mig 
产生 群 4 的 同一 个 内 自 同 构 ， 即 是 它们 只 相差 一 个 属于 中 心 的 元 

MaB == Тв в, Rug Z. (50) 

利用 对 于 元 素 тр 的 等 式 (2) 并 注意 到 元 素 os 在 群 4 的 中 心 
内 , 而 元 素 Maos 也 满足 等 式 (2)， 我 们 可 得 ， 元 素 fuus НЕТ 
等 式 (2), 即 是 对 于 群生 借助 算 子 群 召 的 某 个 扩张 的 因子 组 ， 比 较 
(50) 和 (47) 并 注意 到 稳 式 (48) 以 及 相应 于 扩张 G 和 4G' 的 自 同 构 
系 是 相同 的 , 我 们 得 到 , 扩张 G' 和 (G, Н) а КИТУ. 

为 了 完成 定理 的 证 明 剩 下 要 证 的 是 : № Н, № Н, HZA 
助 算 子 群 召 的 两 个 扩张 , 则 扩张 

С, = СС, Н,) 和 G;-—(G, Н) 

是 等 价 的 当 且 仅 当 扩张 五 | № Н, ж 0000), 

事实 上 , ФН, 9] Н, 上 的 等 价 映射 ， 此 时 

(9, hj)» (g, kip) = (9, hi) 

是 群 G, 到 群 G6, 上 的 同 构 对 应 ， 且 在 此 对 应 下 子 群 4， 因 而 还 有 
№, аня E] Е, 由 之 易 推 出 扩张 G3 和 G5 的 等 价 性 . 

反之 , 设 给 定 扩张 G1 到 扩张 Ө 上 的 一 个 等 价 映 射 $. 设 扩张 
— G 和 前 面 一 样 是 由 因子 组 тв 和 自 同 构 系 aa^ 给 出 的 , 而 扩张 
Н;„%=1,2, 是 由 因子 组 mw 站 给 出 的 ， 这 了 时 扩张 G, $=1,2, 在 按 
da (46) ЕЕК gis Jer, 如 我 们 所 知 , 是 由 同一 个 自 辣 构 系 а-а", 
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以 及 依 (47), 和 因子 组 Mosna i8 ВУ. 
因为 同 构 对 应 细 是 等 价 映 射 ， 故 元 烷 gis 和 924 是 在 关于 А 
的 同一 个 陪 集中 , В 
Jia P = Izaba b.c A. (51) 
我 们 知道 , 对 于 任意 a€ A 
291. = 91а“. 
TERR 84 9 FAREA, 并 注意 到 (51), 得 
292.0, = g2,b,a^. 


但 

4952 92. @", 
因而 

Goat b, = 92.0.8“, 

由 之 有 | 

а*б„=Ь„а°. 
ЇН Ж л а° B а 一 同 历 遍 整合 А, 故 6. 在 中 心中 ， 
| Ь„ЄЎ | — (52) 


Н, RAME 
918918 = — 91,8 Таз Па, g 1 
对 此 等 式 应 用 映射 ФЭН 3351), 得 


9240492505 — Q2 aD agita pg. 


T 
Li 


92403877 isa las fic р 
因而 , 注意 到 2.662 便 得 

ТО У 
如 果 在 群 多 中 改 用 加 的 记 法 , 我 们 便 得 , В n.33 和 naa КОЕ — Ж 
链 b. 的 界 , 而 由 $49 我 们 知道 , 这 一 事实 就 给 出 扩张 五; ЯП Н, 的 
等 价 性 . 
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在 前 面 几 节 中 所 得 到 的 关于 群 4 借 助 群 有 非 等 价 扩 张 的 研 
究 , 在 对 群 4 和 五 或 者 对 所 考察 的 扩张 加 上 某 些 特殊 限制 时 , 可 以 
得 到 进一步 简化 . 

Tui. 阿 贝尔 群 4 借助 群 召 的 扩张 @G 叫 作 中 心 扩张 ， 如 
Ж АТС, ЖИР, TE $48 的 意义 下 , 对 应 此 扩张 的 自 
[7] 45) aa 全 都 是 恒 等 自 同 构 ， 换 言 之 (参看 $49 的 开始 部 分 )， 
阿 贝 尔 群 4 借助 群 召 的 中 心 扩 张 就 是 用 下 面 方式 得 到 的 扩张 ， 把 
B 看 作 和 妇 的 平凡 作用 的 算 子 群 , 亦 即 , 对 所 有 aE4 和 所 有 «ЕВ 有 

aa = а. (53) 
因此 , 可 以 谈论 中 心 扩张 的 群 ， 

_ ЖЖ НЖЕЯ $50 中 的 定理 , 此 时 认定 把 群 互 表 成 形式 

В=5/В, 

Rh STE H BUR. 等 式 (21) 现 在 就 变 成 

ах = а, aCA, ХЕ. 
EN rf x (23 ) ЕЕ SUBE A B RT ДЖ 9 由 等 式 

p(s ‘тх)=Фф(т), rCR, rENS 

确定 , 随 之 , ЗЕ В rS BUB TE S ЕЕ SC SER SÉ I] — 1 763€ 
上 去 ， 即 是 把 形 如 7” 2 rr 的 任意 换 位 子 遇 入 零 ， 最 后 ，(24) 说 
明 ， 信 到 4 中 的 交 义 同 态 对 应 就 是 通 带 的 同 态 对 应 ， 因 而 有 下 面 
x 32. 

WqSAEBLE Bpod X055, Xv Bk SSEES 
98);SS/RGX AX, TE2EJSXQ/T, КРОНА? ЯН 
ЖА, SJEA ng cpm Box у Ж, do T ЖЯ ж S 
F) А 99 65 S] A xp EA S oh RS REL Аф б I5] & я} ду ТЕН 3 


10 ЖЖ BERI ЭЗЕ 

与 中 心 扩张 相 联系 的 还 可 参看 Baer[32]. 

АДУ. БДА АВЕ M M ZREBR ЕЕ ЖЕНА 
扩张 不 都 是 阿 贝 尔 的 ， 这 可 由 亚 阿 贝尔 群 的 存在 而 看 出 ， 下 面 来 
说 明 , 在 4 和 借助 吾 的 所 有 中 心 扩 张 的 群 中 如 何 分 划 出 阿 贝 尔 扩 张 
来 . 

我 们 知道 4 借助 召 的 中 心 扩张 由 重 等 自 同 构 和 因子 组 mop 来 
确定 ， 如 果 群 召 是 阿 贝 尔 的 , 则 由 (3) 和 得， 扩张 G 是 阿 贝 尔 的 当 且 
仅 当 因子 组 mayp 是 对 称 的 , Pp SpA Bop алФ a, В, 

m fap = рза» 

ш. ER SERRA LUE БАРИ ВЗ DSL НИЕ ЕСА, В) B— + 
BECAVE $49 的 开头 ), 另 一 方面 , 由 于 (53) 和 群 8 的 交换 性 ， 等 式 
(9) 说 明 在 我 们 这 个 情形 子 行 ТС, 8B) 是 由 对 称 因 子 组 组 成 的 . 由 
于 这 一 点 ， 群 4 借助 阿 贝 尔 群 B 的 非 等 价 阿 贝尔 扩张 在 和 4 借助 В 
的 所 有 中 心 扩张 的 群 中 作成 一 个 子 群 . 

利用 已 得 到 的 关于 中 心 扩张 的 研究 ， 我 们 来 找 出 这 个 阿 贝尔 
扩张 群 ， 把 阿 贝 尔 群 8 表 成 自由 阿 贝 尔 群 So 的 商 群 So/ Ro 形式 . 
取 自 由 非 交 换 群 5, 使 它 和 5。 有 相同 的 自由 生成 元 ， 此 时 
В=5/ В, 
HS. ЕВ ВИРА, 则 5 ERAR 
o 8/8'==бу, R/S = В. (54) 

ЖП $50 定理 证 明 的 开始 部 分 所 示 ， 我 们 需要 划分 出 群 CR, 

А; 5) 中 这 样 的 元 素 , 它们 被 映射 (28) 映 人 有 其 有 性 质 ， 

p(a, B) —9(B, а) 
的 圈 pla, 6)， 此 处 我 们 提醒 一 下 , 这 时 群 8(R, A; S) fé RF A 
之 同 态 对 应 组 成 的 , 这 些 同 态 对 应 把 相互 换 位 子 辞 LR,Sj 肌 入 零 . 

如 果 在 仿 中 依照 (25) 选 定 关于 互 的 陪 集 的 代表 Sa МА 
(26), 因而 也 有 等 式 
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SpSa™ Sg,T (B, &). 
因为 现在 有 «В = Ва, 故 
$а Sp SaS =T (B, а)т(а, В). 

Wed QOO, A; S) 中 任 一 元 素 ， 此 时 由 (27) 及 和 群 4 的 交换 

性 , 并 把 群 4 之 运算 记 作 加 法 , 有 

| (55155188) =$(а, B) — (B, а). s 
因此 ， 锋 式 (55) 成 立 当 且 仪 当 同 态 对 应 8 把 形 如 sa ss 5,584 的 任 
意 换 位 子 映 成 堆 ， 有 此 性 质 的 同 态 对 应 2 ÆRE QCR, А; 5S) 中 组 成 
一 个 子 群 , OR, 4; 5) 表 之 . 

若是 9 МР ОСП, А; 5), 则 它 还 把 中 任意 一 аюв 

zy ху, 亦 即 整个 换 位 子 群 S IRAE, х, 右 

L= ET, Y= ST Т, ТСР, 
ДИ 

Ty lzy =r] SI T£ S3 SQ.TSgT, 

= PI ($4172 Sa) ($ 85 5.58) (85 Гав), 
注音 到 9 把 LR， S ARE НОВ ВЖЕ Sa Ss Sase В, d, 
们 有 | 
play zy) —o(ri) —9(r2) eG) bp) = 0. 
因此 , FE OCR, A; 人 5) 是 由 把 子 群 S^ RRNA RI A 的 同 
态 对 应 组 成 的 ， 另 一 方面 , 显然 , 子 群 8'(R，4; 5) 中 任意 元 素 把 
整个 换 位 子 群 8 映 为 零 ， 这 样 , 4 借助 如 的 阿 贝 尔 扩张 的 群 同 构 
TOOL А; 5) х ТЯ О’(Е, два, НЯ. (54), 
我 们 得 下 面 的 最 终结 果 (Eilenberg, MacLanel 1). 

当 把 阿 贝 尔 群 如 表 成 自由 阿 员 人 尔 群 So 598 Sy R75 x 
时 , 阿 贝 尔 群 4 借助 万 的 阿 贝 尔 扩 张 的 群 同 构 于 商 群 О/Т, S E, 
是 Ro 到 A 委 的 所 有 同 态 对 应 的 群 而 全 是 由 НАНА 
出 来 的 介 中 那些 同 态 对 应 组 成 的 子 群 
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无 中 心 群 的 扩张 ， 设 4 是 无 中 心 的 群 , ШП 7-Е. 100 B 
到 群 4 自 同 构 类 的 群 虹 内 随便 一 个 同 态 对 应 ， 则 如 $51 中 定理 所 
示 ， 此 同 态 对 应 永远 伴随 4 借助 的 那么 一 个 扩张 ， 这 是 因为 由 
Z-—E 可 得 链 zla, B, y) НЕЕ. 

另 一 方面 , 单位 群 借 助 妃 的 扩张 只 有 了 唯一 的 一 个 ， 即 鼠 本 身 ， 
因而 依照 851, 4 借助 的 扩张 中 只 有 一 个 由 给 定 的 同 态 对 应 9 伴 
随 ， 我 们 得 到 下 面 结果 . 

无 中 心 的 群 4 借 助 群 刀 的 非 等 价 扩张 与 群 如 到 群 4 自 同 构 类 
的 群 外 内 的 不 同 同 态 对 应 之 间 存 在 着 一 个 相互 单 值 对 应 . | 

可 裂 扩张 。 设 群 4 借 助 群 B 的 扩张 G 有 如 下 性 质 : 在 陪 集 
gA 中 可 以 选择 代表 gu «СВ, 使 得 满足 条 件 

9«9в — gap 
亦 即 

Map == 1. 
这 样 , 代表 gs 组 成 群 G 中 的 一 个 子 群 B', 它 同 构 于 B, ЗЕН AMB’ 
合 起 来 生成 整个 群 G 而 它们 的 交 是 E, XXE BS Boe UE ET EAE 
张 , 也 说 成 是 G 为 正规 子 群 4 和 子 群 8' ЖА. ША, АЖ 
В 的 直 积 是 它们 的 半 直 积 . 

ый ЖЖ АВ Ж В е) зк Ж ИТ у ӨЛ В| Ж Ае а р 
构 群 内 的 不 同 同 态 对 应 之 间 存 在 着 一 个 相互 单 值 对 应 。 

事实 上 , 在 $49 中 曾 指出 过 , 车 考察 具有 算 子 群 互 的 阿 贝 尔 群 
А, 则 存在 有 由 因子 组 mep= 工 确定 的 扩张 . 

任意 群 4 借 助 自由 群 电 的 任意 扩张 都 是 可 裂 的 . 

事实 上 , 从 对 应 于 群 互 中 自由 生成 元 的 , Ө 关于 4 的 陪 集中 任 
意 选 出 代表 , 并 以 自然 方式 选 定 所 有 其 余 陪 集中 的 代表 , 我 们 便 得 
-一 子 群 五 ,而 G 是 它 和 4 的 半 直 积 ， — 
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第 十 三 章 有 限 条 件 ， 
Sylow 子 群 和 相近 的 问题 


$53. В Же 

起 初 对 有 限 群 证 明 的 许多 定理 能 够 推广 到 更 广 的 群 类 上 去 ， 
这 时 常 对 所 研究 的 群 加 上 一 些 这 样 吕 那样 的 限制 ， 它 们 较 之 要 求 
元 素 个 数 有 限 弦 一 些 ， 我 们 想 在 这 里 综合 地 介绍 这 些 有 限 条 件 ， 
但 只 局 限于 经 常用 到 的 . | 

有 限 条 件 之 一 , 并 且 是 很 广泛 的 一 个 , 是 要 求 群 的 周期 性 。 有 
了 时常 不 得 不 将 它 换 成 更 强 的 限制 一 一 局 部 有 限 性 的 条 件 : 一 个 群 
叫 作 局 部 有 限 的 , 如 果 它 的 任意 有 限 子 集 生成 有 限 子 群 . 

局 部 有 限 群 的 周期 性 是 显然 的 ， 而 关于 这 两 个 群 类 是 否 重合 
的 问题 , 是 在 $38 中 指出 过 的 Burnside 问题 的 另 一 种 表 狼 7? 在 
以 下 的 一 些 章 中 读者 将 遇 到 一 些 定理 ， 其 中 在 各 样 的 附加 条 件 下 
证 明 周期 群 的 局 部 有 限 性 ; 对 于 阿 贝 尔 群 这 两 种 条 件 显然 是 一 致 
的 ，( 参 看 补充 16. 5) - 

Ja iii НРА #8 СШмидт[7 1). 

局 部 有 限 群 4 借 助 局 部 有 限 群 刀 的 扩张 @ 本 身 也 是 局 部 有 限 
的 . 

事实 上 , 群 G 的 周期 性 是 显然 的 。， 其 次, 设 在 G RC HIZO 


1) 前 面 已 经 提 到 , 在 第 三 版 的 准备 期 间 此 问题 已 经 得 到 解决 . 
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ж, 2, ct, Xs НАНАЖМ. 由 群 刀 的 局 部 有 限 性 便 得 商 群 
H/A 的 有 限 性 , 其 中 | | 
| H — (A, М}. | 
将 认定 , EH XCT ABS — PER zB IP rM IPS m 12038 为 此 
可 能 需要 对 集 民 添加 有 限 个 元 素 . EERE rr; RT HH ACT A 
的 一 个 陪 集 中 ， 因 此 它 至 少 有 一 种 方法 可 表 成 居中 一 个 元 素 和 А 
中 一 个 元 束 的 乘积 形式 .对 每 一 足 码 对 i, J 选 定 一 个 这 样 的 表示 
хйу= йа;  a;;—À. 
НЕ НУ АДЕ, РАМ)  Е— Ян] ЖЕЙЛИ CO -Е1 的 =, 
НОЗЕ АЈ, DNI n[ 26M ЕН 01—26 形 如 a 的 元 素 
之 积 相 乘 的 形式 ， 也 就 是 到 中 一 个 元 素 和 所 有 元 Ж 00 生成 的 子 
群 中 一 个 元 素 相 乘 的 形式 ， 但 是 由 群 4 的 局 部 有 限 性 以 及 а 的 
个 数 的 有 限 性 , 所 有 а; 生成 的 子 群 是 有 限 的 , 由 之 便 得 子 群 (MY) 
的 有 限 性 , 即 证 得 群 @ 的 局 部 有 限 性 . 
”， 较 之 局 部 有 限 性 窗 得 多 的 有 局 部 正规 条 件 ; 一 个 群 @G 叫 作 局 
部 正规 的 ， 如 果 它 的 任意 有 限 子 集 含 于 群 9 的 某 个 有 限 正 规 子 群 
"nh. ФЕ $55 中 我 们 讨论 这 种 群 。 (参看 补充 16.7) 
下 面 这 类 群 是 和 局 部 正规 群 很 接近 的 : РН А АЕ 
有 限 的 那些 群 ， 将 简称 作 具 有 限 系 的 群 。 属 于 这 种 类 型 群 的 不 仅 
是 所 有 有 限 群 , 还 有 所 有 阿 贝 尔 群 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 
任意 具有 限 系 的 周期 群 是 局 部 正规 的 , 反之 也 对 . 
显然 ， 局 部 正规 群 是 周期 群 ， 且 其 每 一 元 素 都 属于 一 个 有 限 
С. НЕ 4D RI РИА Дицман 2132 0d CH 
Дицман[1]), | 
—OAEAR XE EEQ v 1 x — COE TES EU EN 中 每 一 元 素 都 是 
周期 的 , А] 9€ + еу E А ЖЕ, | 
事实 上 , Dx ТЩ 个 元 素 组 成 , mE 9t 中 所 有 元 素 的 阶 的 
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最 小 公 倍 而 4= W, Ац {жс "Г ВХ 中 元 素 乘 积 形式 . 
为 了 证 明 5 引 | 理 我 们 只 需 指 出 ， 在 4 中 每 一 元 素 a 的 这 类 表示 中 可 
找到 其 因子 个 数 不 超 过 Km 一 1) 者 ， 设 给 定 a 的 一 个 表示 式 : 

а=а,а>**.а., а, t=1,2,..,8, (1) 
并 设 sT—Rk(m-—1), EREM 中 至 少 有 一 个 元 素 , 例如 说 是 ao 在 
RPAC ВР тік. Xa; 是 记 法 (1) 中 第 一 个 等 于 ао 的 

元 素 , ША аз а; — a5, EA 
| а= аау***а;_уй@+*°**@„, 
Н. а, 因为 EPER, МН ТЕБЯ а, 1, …，as 中 
第 一 个 等 于 ao 者 , 之 后 再 去 处 理 剩 下 元 素 中 有 此 性 质 者 ， 这 样 继 
续 作 下 去 , 有 限 步 之 后 便 得 用 И 中 元 素 表示 a 的 一 个 写法 ， 它 具 
有 形式 
а= 44 4>***@,_т, 

由 a? 二 1 便 得 一 只 含 s 一 m 个 因子 的 表示 式 . 这 样子 群 4 的 有 限 
性 证 完 . 

为 了 由 Дицман 引 理 得 出 要 证 的 定理 ， 剩 下 来 只 需 指出 ， 不 
НЕВЕ: И TRUEIERCE RIS RUSIBBISEE ЖАРИ 
在 一 个 有 限 不 变 集 中 . (参看 补充 17. 6) 

下 面 我 们 提 一 下 层 有 限 性 条 件 。 一 个 群 叫 作 层 有 限 的 ， 如 末 
其 中 具 同 一 阶 的 元 素 只 有 有 限 多 个 ， 层 有 限 群 不 可 能 有 无 限 阶 元 
Xn 因为 车 有 的 话 , 显然 它们 必 是 无 限 多 个 ， 随 之 层 有 限 群 是 周期 
群 ， 另 一 方面 ， 在 这 样 群 中 任 一 元 素 只 能 有 有 限 个 共 轿 元 素 . 应 
用 上 面 定 理 , 我 们 有 : EAA REAREN G, 

_ df Черников[12] 中 对 层 有 限 群 给 了 几乎 完全 的 刻 划 ， 这样 
群 的 某 些 性 质 在 Baer[40] 中 也 有 讨论 . (BEE 17:7) 

还 有 一 系列 有 限 条 件 是 涉及 所 讨论 群 的 子 群 格 的 其 中 最 重 

要 的 是 关于 子 群 的 极 小 条 件 , 即 是 , 子 群 降 链 的 中 断 条 件 ， ЖЖ 
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有 这 一 性 质 的 群 都 是 周期 群 , 因为 无 限 循环 群 不 满足 极 小 条 件 . А 
而 , 目前 不 清楚 的 是 : 对 子 群 有 极 小 条 件 的 群 是 局 部 有 限 的 吗 ? 是 
可 数 群 吗 ? 

名人 在 群 GCG 中， 正规 子 群 入 和 商 群 G/N 都 是 有 极 小 条 件 群 ， 则 
群 G 也 有 极 小 条 件 . 

为 了 证 明 它 , REG 中 给 定子 群 4 和 B, Н АСВ, АПМ= 
BAN VAR AN —BN, 若 5 是 B 中 任 党 元 素 ， 则 由 5EAN 将 有 
bp 二 az, 其 中 aCA, XEN， 由 此 有 4 二 a ЕВ, 即 xE(BNN)， 因 而 
хе(АПМ)СА. 这 就 证 明了 ,8=azE4, Hl A=B, xi, ERG 
СВЕ T- RE SE, ИЕ М G/N 中 至 少 有 一 个 ， 其 中 也 有 这 
样 的 链 : 若是 已 知 一 子 群 链 

A,2 AsID DAD", | 
则 或 者 在 这 些 子 群 与 入 之 交 组 成 的 链 中 , 或 者 群 G/N 中 相应 于 这 
些 子 群 与 入 的 乘积 的 那些 子 群 组 成 的 链 中 ， 必 包含 无 限 多 个 不 相 
同 的 项 。 

由 此 定理 可 得 : 两 个 因而 有 限 多 个 有 极 小 条 件 的 群 的 直 积 本 
身 也 满足 极 小 条 件 。 容易 明 白 ， 有 极 小 条 件 的 群 之 任意 子 群 是 不 
可 能 分 解 成 无 限 多 个 群 的 直 积 的 ，( 参 看 补充 17.2) 

任意 有 极 小 条 件 的 阿 贝 尔 群 是 有 限 阿 贝尔 群 和 有 限 个 p” 型 群 
HER, 其 中 这 些 素数 卫 中 可 以 有 相同 的 反之, 任意 这 样 的 直 积 
部 满足 极 小 条 件 . | | 

此 定理 的 第 二 个 命题 可 由 上 面 关 于 直 积 的 讨论 得 到 , 因为 р“ 
型 群 的 所 有 真子 群 都 是 有 限 的 (参看 $7)， 因 而 这 群 满足 极 小 条 
件 ， 为 了 证 明 第 一 个 结论 , 我 们 把 极 小 条 件 阿 贝尔 群 , 作为 周期 阿 
贝尔 群 , 分 解 成 有 限 个 准 素 群 的 直 积 ， 在 $25 中 已 证 过 , 准 素 阿 贝 
尔 群 或 者 可 分 解 成 有 限 循 环 群 和 p” 型 群 的 直 积 , 或 者 根本 就 不 能 
分 解 成 不 可 分 解 群 的 直 积 ， 即 是 它 的 任 一 直 分 解 中 至 少 包含 一 可 
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分 解 的 直 因 子 . 对 于 极 小 条 件 群 第 二 种 情况 不 可 能 出 现 ， 因 为 它 
将 引出 一 个 无 限 递 降 子 群 链 , 因此 只 能 是 第 一 种 情形 , 并 且 直 因子 
的 个 数 应 是 有 限 的 . 

由 此 定理 可 得 

任意 极 小 条 件 阿 贝尔 群 是 可 数 的 . 

对 于 上 面 我 们 得 到 的 极 小 条 件 准 素 阿 贝尔 群 G 的 直 分 解 ， 下 
面 这 个 关于 同 构 的 定理 成 立 . 

X | 
G—A,xA,x-* х А, ХН Ах A3x xA xH, 

其 中 442 Ar, Ау, As ALL p RE SEdS He HI 是 有 限 群 ， 
则 k=l н HH. 

实际 上 , 考察 第 一 个 分 解 , 易 见 子 群 B 二 A ХА, X…x А, ЕС 
中 所 有 其 下面 性 质 的 元 素 a 组 成 的 : TEG 中 方程 x?"=a Н п 
都 有 解 ， 因 而 这 个 子 群 与 所 选用 的 分 解 无 关 , BUR 

B = A, X А, X +. X А, = Дух А5 X -- X Aj. 
ҖИРЕ Л К+ рж ж IP 00 9^. HZ TE GU E 也 和 分 
解 的 选择 无 关 , И E — £L, 最 后 , 子 群 刀 和 ВН РЕЖ G/B, 随 
之 它们 是 彼此 同 构 的 . 

车 G 是 任意 极 小 条 件 阿 贝尔 群 , 则 在 它 的 上 述 直 分 解 中 2 ”型 
直 因 子 (Р 是 一 固定 素数 ) 的 个 数 与 分 解 的 选择 无 关 ， 这 一 点 是 我 
们 刚 证 过 的 .将 称 这 个 数 为 群 G 的 2- 重 . 

若 QG 是 极 小 条 件 问 贝尔 群 而 广 是 它 的 子 群 , 则 群 G 的 2- 重 等 
T 8EN do G/N 的 了 - 重 的 和 , 

易 见 , 子 群 М, 与 群 G 一 起 ,分 解 成 关于 不 同 素数 的 准 素 群 的 
直 积 .这 使 我 们 在 证 明定 理 时 可 假设 群 G 本 身 古 准 素 的 .。 设 《和 
[ 顺序 为 群 G AREN W p- 重 ,而 设 和 NN 一 BxH, 其 中 B 是 1 个 型 
群 的 直 积 , ПН ЕН ВА. ЛАС 中 分 离 出 与 2” 型 群 同 构 的 直 
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关子 时 ， 我 们 可 以 从 出 现在 B 中 的 这 些 因子 开始 ， 由 此 使 得 B 可 
ЕАУ АН Е, 而 因此 群 G/B 的 p- RAT k—1, ATAN 
ВЕ G/N, 只 需 取 群 G/B 关于 某 一 有 限 子 群 的 商 群 , Dec ЖЕ 22 VEHI, 
这 样 作 不 会 影响 2- 重 : 只 需 考 虑 妃 是 循环 群 的 情形 并 请 注意 到 ， 
ЕЕ РНЕ РЕВ ig BE 0526 ре 型 群 . 

有 时 还 使 用 对 于 子 群 的 极 大 条 件 ， 即 是 递增 子 群 链 的 中 断 条 
fb. 这 里 要 提 一 下 ， 这 个 条 件 等 价 于 要 求 群 本 身 以 及 它 的 所 有 和 子 
群 具 有 有 限 个 生成 元 ， 事 实 上 ， 设 在 群 G 中 所 有 递增 子 群 链 都 必 
中 断 而 4 是 G 的 子 群 ， 在 4 中 取 元 素 ai 而 用 А, 表示 它 生 成 的 循 
环 群 ， 设 在 4 中 已 选 定 有 限 生 成 的 子 群 А, 若是 它 还 异 于 AS BU 
在 4 内 取 一 不 在 А, 中 的 元 素 а, Ш Anti = (As 04.0. В 
群 链 ACCAC CAC e Mpi, ME KTE nA А, = А. 
由 之 得 子 群 4 有 有 限 个 生成 元 ， 反 之 ， 若 在 群 G 中 有 无 限 递增 于 
群 BCB:C…CBC… 则 由 387 我 们 知道 , 此 链 之 并 不 可 能 其 有 
有 限 生成 元 系 。 (参看 补充 17.5) | 

与 关于 子 群 的 极 小 和 极 大 条 件 相 平 行 的 可 引入 较 之 弦 了 许多 
的 关于 正规 子 群 的 极 小 和 极 大 条 件 ， 对 正规 子 群 有 极 小 条 件 的 群 
在 Baer[41j] 中 被 讨论 了 .对 于 某 些 特殊 类 型 的 群 由 对 正规 子 群 
的 极 小 条 件 可 推 得 对 子 群 的 极 小 条 件 一 一 参看 Jennings[1], Адо 
[3], Черников[ 11], Глушков[4 ], (参看 补充 17. 3) | 

群 的 生成 元 个 数 的 有 限 性 也 可 以 看 作 是 一 个 有 限 性 条 件 ; 在 
第 十 章 中 曾 讨论 过 具有 这 样 性 质 的 群 。 还 想 提 出 共 轮 元 素 系 的 个 
数 的 有 限 性 条 件 . 这 类 群 可 能 有 很 复杂 的 结构 ， 这 可 由 下 面 定 理 
(Higman #1 Neumann[ 1 i iH. 

ФАН СТ ХХА, Jbcb (OO #1 # 1% л, Х, 
IX Ж Ж ау, рж тла атал л А арР. 

使 用 $38 中 的 引 理 2, e JE REG АЗЕ С 中 ,这 里 的 G 是 


$53. НИ: 189 | 
由 群 G 以 及 所 有 元 素 has 生成 的 ， 其 中 a, b 取 遍 G 中 异 于 1 的 元 
素 组 成 的 所 有 可 能 的 有 序 对 , 且 有 
hilyah,— b. 


TERE С’ ЕС ИЕТ ET ТЕЖ. BE GT 仍 是 无 
HRE, 这 由 $38 rh 5| 1 fy pEBH REA, 对 G 使 用 同样 的 构成 方法 
并 继续 作 下 去 , 我 们 就 得 到 无 扭 群 的 递增 列 | | 

GC G'CG" C. CEC., 


它 之 并 便 满足 定理 的 要 求 . (参看 补充 17. 8) 

最 后 , 我 们 提 一 下 秩 的 有 限 性 条 件 ， 它 是 在 Мальцев[ 4] яз) | 
ES 

说 一 个 群 G 有 个 有 限 的 一 般 秩 r, mÈ 是 具有 下 面 性 质 的 
数 中 的 最 小 者 : G 的 任意 有 限 子 集会 在 一 个 具有 不 超过 7 个 生成 
元 的 子 群 中 . | 
说 一 个 群 G 有 个 有 限 的 特殊 秩 7， 如 果 7 是 具 有 下 面 性 质 的 
数 中 的 最 小 者 : G 的 任意 有 限 子 集 所 生成 的 子 群 具 有 不 超过 7 个 
生成 元 . | 

显然 , 群 的 一 般 秩 小 于 或 等 于 它 的 特殊 秩 ， 可 数 对称 群 (参看 
$4) 是 有 有 限 一 般 秩 的 群 的 例子 , 它 的 一 般 秩 等 于 2， 这 是 因为 此 
群 的 任意 有 限 子 集 含 在 有 限 对 称 群 中 ， 亦 即 含 在 有 两 个 生成 元 的 
子 群 中 , 但 是 它 的 特殊 秩 却 是 无 限 的 ， 事实 上 , 可 数 对 称 群 包含 任 
意 有 限 群 , 但 是 , 有 限 群 的 生成 元 的 最 小 个 数 在 总 体 上 并 不 是 有 界 
15] 

对 于 阿 贝尔 群 一 般 秩 和 特殊 秩 是 相等 的 ， 因 为 有 1 个 生成 元 
的 阿 贝 尔 群 的 任意 子 群 有 不 多 于 % 个 生成 元 ， 对 于 无 扭 阿 贝 尔 群 
这 些 秩 等 于 $19 意义 下 的 秩 . 
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$54. Sylow 子 群 ，P- 群 的 中 心 


有 限 群 有 许多 定理 ， 它 们 由 群 的 阶 的 算术 性 质 引 申 出 关于 群 
的 一 些 深 入 的 性 质 ， 其 中 最 重要 者 之 一 就 是 下 面 的 Sylow 第 一 
定 理 : 

若 有 限 群 G 的 阶 即 能 被 素数 了 的 天 次 款 整 除 , 则 G 有 阶 为 了 
的 子 群 . 

关于 % 作 归纳 法 来 证 此 定理 .， 当 n=1 时 它 显然 是 对 的 ， 除 
此 外 我 们 假设 >>0. 

若 群 G 的 中 心 的 阶 被 2 整除 ， 则 只 要 用 一 下 关于 有 限 阿 员 尔 
群 的 基本 定理 (8$20) 便 知 , PLEA p 阶 元 素 а, НИЧЕ a Е 
G 中 的 正规 子 群 。 商 群 G/ {4} 的 阶 是 %/7, 后 者 被 2 整除 , 因此 
依 归纳 法 假设 , 此 商 群 有 ре 阶 子 群 。 这 个 子 群 在 群 G 内 对 应 的 
TR, И) р“. 

Ф НИТЕ р 整除 ， 则 依 下 面 方法 去 讨论 把 G 中 不 属 
于 中 心 的 元 素 分 组 成 不 同 的 共 罗 元 素 系 而 这 些 系 中 元 素 个 数 记 作 
11,15,59, в. ШВ, Æ e 是 中 心 的 阶 , e 1, 则 有 


n=c ^l 
i=1 


因为 % 被 7 整除 ,但 (c,p)==1, 故 至 少 有 一 个 1 也 和 Pp 是 互 素 的 . 
由 之 得 ， 在 G 中 存在 有 真子 群 N (HESS ЛЕЖАЛ 
规 化 子 ), 其 指数 与 p 互 素 , 随 之 其 阶 被 9* 整除 ， 依 归纳 假设 让 有 
pP ИЖ. НЕЕ. 

这 个 定理 的 特例 ( 当 = 是 Cauchy 定理 : 

ДЕЯН ОБК ЖРК, Шажри х Ж. 

5359, dE p" НЕТ СВ п ВО Ж р ЖА 
Ж, ПИК Sylow 第 一 定理 知 , BE G 有 p" 阶 子 群 ， 这 些 子 群 叫 作 有 


$54. Sylow РА. рН, 191 


REF С 的 Sylow 2-32. 

有 限 群 的 Sylow 子 群 具有 一 系列 重要 性 质 , 用 适当 的 方式 把 
Sylow 子 群 的 概念 推广 到 任意 群 ( 即 不 一 定 是 有 限 群 ) 上 去 ， 我 们 
可 以 直接 对 任意 群 来 证 明 这 些 性 质 (Дицман, Курош 和 Узков 
[13). 

БП — КЕ, 有 限 的 或 者 无 限 的 ЈА 期 群 G RH 
TE II- 群 , 如果 群 G 中 任 一 元 素 的 阶 的 所 有 素 因 数 都 属于 II， 若 集 
II 只 由 一 个 素数 组 成 , 则 我 们 就 得 到 р- 群 的 概念 这 就 是 其 所 有 
元 素 的 阶 都 是 数 р 之 需 的 群 ， 在 阿 贝尔 群情 况 这 个 概念 与 关于 了 ? 
的 准 素 群 的 概念 一 致 . 

ЖЖ О д p- # Ж ВАЕ ИХ px 

这 是 因为 , ЖАСНУР Р", Д Lagrange 定理 , G 中 任 
意 元 的 阶 都 是 数 p" 的 因数 , ПЕР. 若是 群 G 的 阶 被 异 于 P 
的 素数 4 整除, ШИК Cauchy 定理 , GA 9 阶 元 素 , 因而 不 是 p- 群 . 

一 个 II- 群 , 者 它 是 一 个 较 大 和 群 G 的 子 群 ， 而 这 个 群 G 已 不 一 
定 征 周期 群 ， 则 我 们 将 称 之 为 G 的 II- 子 群 . 它 的 特殊 情况 是 
2- 子 群 的 概念 . 

REG B9 TI-F REQUIERE СЮ Sylow HI- 子 群 ,若是 它 不 被 包 
含 在 G 的 任意 较 大 的 п-т. 

特别 , ERREG 的 Sylow ?7- 子 群 是 这 样 的 ?- 子 群 ， 它 不 含 于 
群 G 的 任何 一 个 较 大 的 2- 子 群 中 。 对 于 有 限 群 来 说 ， 这 个 概念 和 
在 上 面 Sylow 第 一 定理 中 用 同样 的 名 称 引 入 的 概念 是 一 致 的 ， 这 
一 点 将 在 本 市 结尾 时 来 证 明 . | 

下 面 将 认定 集 TI 是 任意 的 , 但 是 固定 的 . 

任意 群 都 有 Sylow II- 子 群 

事实 上 , ALERS SET. E ff H- 子 群 , 则 五 就 是 其 Sylow П- 
子 群 ， 若 是 群 G 含 有 非 平 凡 的 IL-F, 则 取 其 中 之 一 ， 记 作 g.. 
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假设 在 G 中 已 选 定 一 良 序 递 增 i- 子 群 列 
| QC QC ---CQ.C 

其 中 % 取 遍 小 于 某 一 58 的 所 有 序数 ， 若 数 В-1 存在 而 子 群 Co -， 
还 不 是 Sylow II- 子 群 , 则 它 含 于 某 一 较 大 的 II- 子 群 中 ， 将 它 记 
ЕО, Жу В В METE Q., ас В 的 升 列 之 并 取 作 
©», 它 显 然 仍 是 H- 群 ， 这 个 构造 子 群 升 列 的 过 程 必 将 停止 在 某 一 
序数 上 ， 其 势 不 超过 群 G 的 势 . 这 就 证 明了 G 中 sylow П- E 
的 存在 性 . 

与 此 同时 我 们 还 证 明了 , 群 G 的 任意 II- 子 群 包 含 在 某 一 Sylow 
I--4- £v. 这 是 因为 我 们 在 推导 上 面 的 证 明 时 可 以 取 Ө, 为 任意 
的 -FRÈ 

AH RRG AFR, RH aE Sylow П- 7% ©, 和 ©, 

ТЕЖ 6 —^4 11-5 Ф. KENA, 不然 的 话 它们 该 也 含 
于 此 子 群 与 瓦 的 交 中 , 而 此 交 仍 是 II- 子 群 ， 同 样 ， 下 面 这 个 结 采 
是 显然 的 : 若 群 G 是 群 Ha Ha … Hn … 组 成 的 升 列 之 并 且 在 在 
ДЕ Н, 中 选 定 一 Sylow II--8E О, 1—1, 2,…, 而 当 ns BT С 
Q,, WEE Q, Qu, Qu … 组 成 的 升 列 之 并 必 古 群 G 的 9ylow 11- 
子 群 。 然 而 应 当 提 出 的 是 , 一 般 言 ， 并 不 是 群 С 的 任意 ylowITL- 
子 群 (在 给 定 的 列 Hu 的 条 件 下 ) 都 能 用 这 种 方式 得 到 . 

现在 我 们 转 到 Sylow 子 群 的 正规 化 子 问 题 , 它 在 以 后 的 讨论 
中 起 重要 的 作用 ， 设 在 群 G 中 给 定 两 个 -FR AMB, Xr A 
G 中 的 正规 子 群 。 积 АВ 中 任 一 元 素 具 有 形状 ab, aCA, bCB. Ж 
b 的 阶 为 п, 则 

(ab)" — ab" — à, ác A, 
其 次 , a ABr т, Ш 
(ab)"" — a" — 1, 

由 之 得 子 群 4B 4 A-F Ж. Ap RBS д ВЕС By Sylow II-T 
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H, 则 AB= В, АСВ, ИЕН T, BEG 的 一 个 条- 子 群 ， 若 它 
还 是 群 G 的 正规 子 群 ， 必 含 在 G 的 任意 Sylow [Ti- 子 群 中 ， 若 是 
所 考察 的 这 个 正规 子 群 本 身 是 Sylow 1I- 子 群 ， 则 它 将 是 群 G 的 
唯一 Sylow HUH- 子 群 ， 换 一 种 说法 ， 由 于 任 意 子 群 在 它 目 己 的 正 
规 化 子 中 是 正规 子 群 , 因此 即 得 定理 : 

任意 群 的 任 一 Sylow II- 子 群 是 其 正规 化 子 中 的 唯一 Sylow 
门 - 子 群 ， 即 是 它 会 有 其 正规 化 子 中 所 有 元 素 ， 它 们 的 阶 的 所 有 素 
ЖААТ II, 

Sylow II- 子 群 的 正规 化 子 的 进一步 性 质 依 赖 于 下 面 这 一 事 
实 . 

ња v 5 Sylow IM- FR Q 35 4€ 8 ££ 3k: 1 2А. Я 4,2 Sylow 
I1-4- 8£, 特别 ,Sylow П- 2 5 8& de Ep e, 66 JL 38:25 56. 

这 是 因为 , #1 9'=9`'09 B. Q' 包含 在 群 G 的 较 大 ULTRI 
О”, № 99"9 一 以 @ 为 自己 的 真子 群 , 这 和 Sylow II- 子 群 的 定 
义 是 矛盾 的 . = 

由 之 不 难得 出 定理 : | 

Sylow LI- 子 群 的 正规 化 子 与 它 自己 的 正规 化 子 重 合 . 

事实 上 ， 设 外 是 群 G 的 Sylow II- 子 群 并 设 入 是 它 在 GG 中 的 
正规 化 子 ， 若 元 素 7 PENA, W rE ЖА = Ма 
二 入, 则 zx-'QxCN, 但 是 这 与 上 面 证 过 的 , Sylow 子 群 在 其 正规 化 
子 中 的 唯一 性 是 矛盾 的 ， 这 就 证 明了 ， 六 以 外 的 元 素 z 与 入 是 不 
可 换 的 . 

Sylow 子 群 理论 的 基本 问题 是 , 讨论 在 什么 条 件 下 , 给 定 群 的 
所 有 Sylow 可- 子 群 是 彼此 共 较 的 ， 也 就 是 组 成 一 个 共 罗 子 群 系 . 
然而 开始 我 们 先 给 出 两 个 结果 ， 它 们 是 在 假设 这 个 共 轿 性 已 经 江 
明 的 前 提 下 可 以 得 到 的 . 

若 群 @G 的 所 有 Sylow II- 子 群 彼 此 共 恩 且 若 4 是 G 中 的 正规 
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化 子 ， 则 4 和 群 G 的 Sylow H-F RQZ X X A4 Sylow П- 5 
E. 

事实 上 , 4$ AQ — D 不 是 群 4 的 Sylow IT- 子 群 ， 则 它 含 在 
此 群 的 一 个 Sylow П-р’ rp, тр’ 自己 又 必 含 在 群 G 的 一 
个 Sylow JI- 子 群 @ 中 ， 依 条 件 ,g '0'9=9, 964, ЖИ 9 '0°9 
CQ, 又 因为 (由 4 的 正规 性 )9 '"D'gc A, у Dp gD， 但 是 由 之 
EA D'CgDg , 随 之 可 得 D'CgD'g ,但 因为 9D'g “C4， 这 与 
D' 是 群 4 的 Sylow II- 子 群 是 矛盾 的 , 这 样 就 证 完了 上 面 的 断 语 . 

若 久 是 群 G 的 Sylow II- 子 群 ， 和 是 它 在 中 的 正规 化 子 且 
Ае Мазан PHA Sylow M-F ëk, "eH 5c 
在 好 中 的 正规 化 子 重 合 ， | 

这 是 因为 , 若 G 中 元 素 g 使 g "Hg —H, 9 'QgC H, 因此 
МЕЕН rPfEREZCSR h, [E hg 89gh 一 ,由 之 ЧЕМ, НП ghe 
H 8.2. 9ЄН, 

利用 自由 积 的 概念 以 及 关于 自由 积 的 子 群 的 定理 (参看 $34)， 
是 可 以 构造 群 的 例子 , 以 说 明 上 面 两 个 定理 , 若是 没有 关于 Sylow 
子 群 共 轿 性 的 那些 假设 ， 就 不 成 立 ， 男 一 方面 三 次 对 称 群 这 一 例 
子 说 明 ， 在 这 两 个 定理 中 的 第 一 个 中 不 能 把 正规 子 群 改换 成 任意 
TRE, | 

现在 我 们 将 仅 就 Sylow 2- 子 群 的 情形 来 讨论 在 什么 条 件 下 ， 
给 定 群 的 Sylow РАЕН ЕЕ PEE ЕН; 关于 Sylow II- 子 群 的 
情况 放 在 下 一 章 去 讨论 . 

首先 证 明 下 面 这 个 关于 9- 群 的 结果 : 

№ 9- 群 如 含有 有 限 指 数 J 89-34, A j o5 XX p XX, 

事实 上 , 由 $11 我 们 知道 , 在 这 些 假 设 下 在 4 中 含有 和 群 G 的 正 
规 子 群 D, 也 有 有 限 指数 ， 商 群 G/N 将 是 有 限 р, ЕЕ 
的 知 其 阶 是 了 НОЕ, ЕЯ Е р". SEA TE G/D 中 对 应 的 子 群 4/D 
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也 有 指数 }， 随 之 , 数 了 是 p” 的 因数 . 

现在 我 们 来 下 明 下 面 定 理 (Kypoml 15 ]), 

若 群 G 含 有 2- 子 群 4， 它 有 有 限 多 个 共 邦 子 群 ， 则 对 群 G 的 
任意 2?- 子 群 互 至 少 可 指出 一 个 子 群 ， 它 与 4 共 力 且 与 妃 一 起 生成 
2- 子 群 . 除 此 以 外 , 若 还 知 任 一 和 4 共 斩 的 子 群 与 4 一 起 都 不 生 威 
p- 3-3, RIS A 3: 56 95 TEE COUR р ЖТ 1, 

БАЗЕ ГЕ A, …, РАЯ РЕД; 子 群 

C— (A, A',.…, AG?) 
是 ?- 子 群 , НБ АНН: — T RESI RE BEES 加 到 C 上 去 而 仍 保 
留 这 个 性 质 ， 若 是 定理 第 二 部 分 中 的 假设 成 立 的 话 ， 则 显然 必 征 
C—A, f£—550 共 罗 的 子 群 都 可 由 与 4 共 罗 的 一 些 子 群 来 生成 ， 
因此 C 只 有 有 限 个 共 轿 子 群 。 任 两 个 与 0 共 罗 的 子 群 不 能 合 在 一 
起 生成 一 个 2- 子 群 ， 因 为 不 然 的 话 C 将 和 一 个 与 自己 共 罗 的 子 群 
一 起 生成 一 个 2- 子 群 , 而 这 是 和 子 群 C 的 定义 相 矛 盾 的 . 

今 取 群 G 的 一 个 任意 P-R mAN 3X 71g C ЖЕН Ж ЈЕ Йй 
Кто ЕА НА. ЖӘЕ. ЕЛ 
HETEC 属于 它 ， 则 利用 多 中 元 素 得 到 的 与 C 2 3e Л 
数 是 有 限 的 ,并 且 是 卫 的 正 答 :这 是 因为 ， 这 个 数 等 于 子 群 C 的 
正规 化 子 与 @ 之 交 在 @ 中 的 指数 , 且 这 个 交 蜡 于 @, 此 外 只 要 利用 
一 下 上 面 证 过 的 关于 2- 群 中 子 群 的 指数 的 结果 便 得 . 

“车 

C" —q^C'q, 4Е%, 
则 子 群 C" 属于 只， 这 是 因为 , 若是 子 群 C 的 正规 化 子 包 含 Q, 则 
利用 反 变 形 便 将 得 到 在 子 群 0' ВЕНЕ ЕН. ЕО 
BE, 可 知 , 系 叶 可 划分 成 互 不 相交 的 子 系 , 每 一 子 系 是 由 借助 @ 中 
”元 素 彼 此 共 罗 的 子 群 组 成 , 因此 , FENDE, MATN 的 子 群 的 
$ Xcak p X f. 
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wer 4 


现在 把 子 群 C 取 作 Ө, fEXX E; C JEU Н TC B 3- ЛЕС 的 
正规 化 子 不 可 能 包含 C , 因为 不 然 的 话 , 正如 在 本 节 中 曾 证 过 的 那 
^E. С 和 C 将 共同 生成 一 个 р- FE, 而 这 是 不 可 能 的 ， 这 样 ， 在 
此 种 情况 系 驱 由 除 C 本 身 以 外 一 切 与 C ВУ ГСН, В, 
与 C JE Se BS T RERU RT р 等 于 1. 这 就 证 明了 定理 的 第 二 个 
论断 . 

最 后 , 取 给 定 的 8- 群 8 作为 8， 对 于 此 种 情况 所 构造 的 系 97 
不 可 能 包含 所 有 与 C ЗЕ Е, 因为 它们 的 个 数 按 模 等 于 1， 
而 属于 允 中 的 子 群 个 数 是 了 的 倍数 或 者 骨 是 空 的 ， 随 之 , 存在 有 
THO, БУС Н НЕНИ ТН В, 而 此 时 将 得 (0C', B} 是 p- 
子 群 。 这 样 , 与 4 共 轿 而 含 于 C0 中 的 任意 子 群 将 更 是 与 B 一 起 生 
成 一 个 РЕ. ЖЕ, 

由 此 定理 可 推 得 下 面 定 理 , 它 是 在 Дицман, Курош ЯУзков 
[E11 中 被 证 明 的 . 

若 群 G 的 Sylow p--F #РАЖЯЕ$ ЛЖИ, Fo ARE 
正规 化 子 信 在 从 中 有 有 限 指 数 ， 则 这 些 与 己 共 斩 的 子 群 穹 尺 了 和 群 
G 的 所 有 Sylow p- 子 群 . 这 些 子 群 的 个 数 模 2 3T 1. | 

Baerf25j 中 给 出 了 这 个 定理 的 另 一 个 证 明 ; 其 方法 在 上 面 定 
理 的 证 明 中 使 用 了 .这 个 定理 的 某 些 推广 可 在 天 ypom[L15] 和 
]lunwan[6, 7]:8 3E 9. CRE 补充 18. 2) 

ДЕ ЕН IP) AG TRAIN RE 2515 y P ЗЕЕ НУ T REA Ж д A В ВЈ t 
设 ， 这 是 因为 ， 设 P, ИР, 是 两 个 任意 Р-Р, С (ЮН 
由 积 ， | 

G = P,«P,. 
若 Pi 不 是 群 G 的 Sylow 2- 子 群 ， 则 它 包 含 在 一 Sylow p- 子 群 P, 
h, P, 和 任意 9- 群 一 样 , 不 能 分 解 成 自由 积 , 因此 ， 依 关于 子 群 
的 定理 ( 8 34), 它 和 自由 因子 Po Po 中 之 一 的 一 个 子 群 共 斩 ， 然 
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而 因为 P, 中 的 任意 元 素 都 不 能 和 P» п ЖЕЎЕ, 故 Sylow p- T 
ДЕР, БР, ATR, 即 是 与 自己 的 一 个 真子 群 共 槐 , 我 们 
知道 这 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 , P, A P: EG H Sylow р- РА, 
虽然 它们 不 是 共 思 的 并 生还 其 至 不 是 同 构 的 . 

可 数 对 称 群 S 是 一 个 周期 群 而 具有 不 同 构 的 Sylow7- 子 群 的 
例子 . 这 是 因为 , 若 把 群 S 表 示 成 有 限 对 称 群 升 列 的 并 ,一 次 取 次 
Bp. 0s Pr e, 而 另 一 次 取 次 数 为 p 十 p, р? 4-р, +, Pp" 十 了 ，*…， 
并 取 这 些 群 的 Sylow ?2- 子 群 的 升 列 之 并 , 则 在 相应 选择 这 些 升 列 
的 条 件 下 可 得 群 S 的 两 个 Sylow 2?- 子 群 , 其 中 一 个 没有 中 心 (参看 
Kypom[9]), 而 另 一 个 有 卫 阶 循环 群 作 其 直 因 子 , 因而 具有 中 心 . 

另 一 方面 ， 在 Baer[25] 中 给 出 群 的 一 个 例子 ， 其 所 有 Sylow 
p- TRR, 然而 它们 的 个 数 是 无 限 的 . (参看 补充 18. 1) 

对 于 有 限 群 情形 ,上面 得 到 的 定理 就 变 成 Sylow 第 二 定理 , € 
是 在 Sylow[1] 中 被 证 明 的 , 例如 还 在 Frobenius[1] 被 重新 证 过 . 

有 限 群 的 所 有 Syiow p- 子 群 彼此 是 共 抑 的 且 它们 的 个 数 模 p 
等 于 1. | Е 

在 这 个 定理 的 叙述 中 我 们 是 把 Sylow p- 子 群 这 个 概念 解释 为 
不 含 于 较 大 9- 子 群 中 的 9- 子 群 ， 由 Sylow 第 一 定理 已 经 可 以 得 
Н, 车 9”"” 是 有 限 群 G 的 阶 之 因数 中 卫 的 最 高 笑 , Ша е р" S 
子 群 ， 由 Lagrange 定理 , 这 些 子 群 不 能 含 于 较 大 的 p- 子 群 中 . 另 
一 方面 ,若是 在 G 中 存在 有 2: ИР, Um, 且 它 不 含 于 较 大 的 p- 
子 群 中 , 则 依 刚 证 定理 , 它 该 是 和 p^ БЕ ЕАН 90, 而 显然 这 是 不 
”可 能 的 ， 这 就 证 明了 ， 上 面 引入 的 有 限 群 的 Sylow 8- 子 群 的 两 种 
定义 是 等 价 的 . 

我 们 现在 转 入 关于 任意 群 的 极 大 周期 子 群 的 问题 .上面 关于 
Sylow11- 子 群 (II 是 任意 的 ) 所 说 过 的 对 于 这 种 情形 当然 也 是 适用 
的 ， 故 下 面 将 不 作 特 别 说 明 而 直接 引用 .具有 无 限 多 个 极 大 周期 
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子 群 的 群 是 存在 的 了? 与 此 同时 ， 对 极 大 周期 子 群 有 下 而 的 定理 ， 
在 一 定 意义 下 它 是 和 Sylow 定理 相 平 行 的 . 

若 G 是 任意 群 , 则 或 者 它 具 有 唯一 的 极 大 周期 子 群 ,或 者 是 它 
住 意 的 极 大 周期 子 群 在 其 中 有 无 限 多 个 共 罗 子 群 . 

因而 , 这 个 定理 排除 了 极 大 周期 子 群 为 有 限 个 (大 于 1 ) 的 情 
形 ， 为 了 证 明 它 , 首先 指出 , 车 群 G 含 有 是 正规 子 群 的 极 大 周期 子 
RE, 则 我 们 已 知道 这 个 子 群 将 是 唯一 的 , 即 是 ， 它 是 一 切 有 限 阶 元 
索 组 成 ， 剩 下 来 只 要 说 明 ， 若 假设 在 G 中 有 非 正 规 子 群 的 极 大 周 
МВО, 3E- ELE FOROR TEE E36 388,0 o 392] 9 7 

И BB От а. JT REQUIRE BUS 5c dte n 
РЕН 907, 且 它 是 由 有 限 阶 元 素 组 成 的 . 
但 依 Дицман S [8 ( $ 53) jp SR PC ERRARTE; 而 此 子 群 包含 8 
且 异 于 @, 这 和 周期 子 群 @ 的 极 大 性 是 矛盾 的 . 

今 转 到 一 般 情形 ， 设 入 是 子 群 8 在 G 中 的 正规 化 子 ， 依 假设 
Вята, Нанна. оон, м 
NN 二 Q' 人 8, 因为 入 中 所 有 有 限 阶 元 素 含 在 @ 中 . МИ О П 
Q 在 8 中 ( 随 之 ,利用 对 称 的 考虑 , 也 在 @ 中 ) 有 有 限 指 数 *， 利 用 
Poincaré 定理 ， 由 之 便 可 得 ， 与 @ 共 红 的 所 有 子 群 之 交 DD 在 久 中 
也 有 有 限 指数 ; 同时 它 是 G 中 的 正规 子 群 ， 在 商 群 G/D 中 子 群 
8/D 是 有 限 极 大 周期 子 群 ， 并 且 它 有 有 限 个 共 罗 子 群 ， 但 不 是 下 
规 子 群 。 这 就 归结 为 在 前 段 讨 论 过 的 情形 ， 定 理 证 完 . (参看 补充 
21. 2) 

Pp- 群 的 中 心 ” 在 有 限 群 的 理论 中 下 面 定 理 起 着 重要 作用 . 

任意 有 限 P- EROR ART EST. 

这 个 定理 可 由 下 面 的 瓜 zUMaHL1j 定 理 推出 ， 它 已 是 关于 任意 


1) 例如 , 利用 自由 积 是 可 以 构造 这 样 的 例子 的 . 
2) 实际 上 ,@ ПЛ 在 8 的 指数 不 大 于 六 在 G 中 的 指数 ， 
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( 即 不 一 定 是 有 限 )2- 群 的 了 . 

d Pp- 群 具 有 上 凡 于 如 的 有 限 共 固 元 素 系 , 则 它 的 中 心 异 于 娘 . 

BE ?- 群 G 中 已 给 一 有 限 共 力 元 素 系 汇 Е (还 是 正规 子 
群 )4= QU f& Дицман 引 理 (参看 前 一 节 ) 是 有 限 的 .由 之 得 ， А 
的 任意 元 素 含 于 一 有 限 ( 在 SG 中) 共 辆 元 素 系 ， 即 它 的 正规 化 子 在 
G 中 的 指数 是 有 限 的 , 因而 如 上 面 已 证 , ЕЖЕ РЖ. ER 
ТА ТЕЛЕ, КХН р", р", n, р 个 元 素 
组 成 ， Жр" 是 群 4 的 阶 , 则 

р"=р*% 4-р" +++ 4-р 

但 因为 在 这 些 系 中 还 有 单位 系 , 例如 说 是 р“: = 1, 故 得 在 诸 数 p"， 
ey p 中 还 应 当 有 等 于 者， 由 之 便 得 群 G 有 非 平 凡 的 中 心 . 
Huuman 定理 证 完 . 

ER ?- 群 远 远 不 是 永远 具有 中 心 。Kypom[9j] 首 先 发 表 了 没 
有 中 心 的 7- 群 的 例子 ， 下 面 这 个 $e 简单 的 这 种 群 的 例子 是 由 
UmaaT[6j 给 出 的 (还 可 参看 Ваег[24]) 

用 Р, 表示 条” 次 对 称 群 中 由 置换 

b,—(kp—p--1,kp—p42,-, Ер), k—1,2,, р" 
(这 些 置 换 是 长 度 为 了 的 循环 ) 以 及 长 度 为 p" BJ Р ИН 
得 的 置换 а, 
а= Пс. р+Ё,2р--1, e, Ер рі ё, +, р" — pHi)’ 


= | 


ERTH ЯЕ Р, 中 下 列 关系 式 成 立 : 
a?" = 1; bz —1, k—1, 2, ii» 2"; 


bjb;—-b;b, 1x, <р”; (1) 
a '6,а0= 0,31, = 1, 2, =, р"— 1; 
a !bya-b, 


1) GHEBUE p" 个 循环 bx 由 上 到 下 依次 写 出 ， 则 组 成 元 素 a 的 那些 循 环 恰 是 与 
所 得 矩阵 的 列 相 对 应 者 。 
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由 这 些 关系 式 可 得 ， 子 群 В, = 451,52,…, bp"*} 是 群 P, 中 的 正规 子 
群 ， 忆 ,中 任 一 元 素 z 可 写成 z= 二 qa*b, 其 中 0<зӊ< р", DCB,, ЗЕН. 
记 法 是 唯一 的 , 因为 a" "&B,, Ма} ПВ, = Е. 由 之 便 得 , Р, 是 
p" 阶 的 2- 群 ， 这 就 证 明了 , 关系 式 (1) 组 成 群 户 的 定义 关系 式 
系 ， 因 为 由 这 些 关系 式 就 已 得 出 ， 它 们 所 定义 的 群 有 不 天 十 pt 

DIA Гаі: 


a! = а? 


Fo 1 T o F 
фу:=Ь,, b, b, "e, b, = Dun. pp а... 6-1 брт рь. | 


Ш, ТР, (a! bi Ы, e, bo) ВЛАЕ рт, 另 一 
方面 , 直接 验证 可 知 存 群 P 中 关系 式 (1 ) 是 成 立 的 ， 这 里 的 (1) 
是 把 (1) 中 的 二 换 成 2 一 1 并 把 所 有 的 а, b 添加 撤 而 得 到 的 ， 因 此 
РКЕ p*“~?+!， 这 样 我 们 证 得 , 群 P 和 群 P。, 是 同 构 
的 ， 对 所 有 的 % ,我 们 把 群 Pai ESI EUR Л ВН Р, 中 , 这 样 便 得 
到 有 限 2- 群 的 无 限 递增 列 , 此 列 之 并 是 一 个 无 限 p- 群 P。 = 

今 证 ， 群 已 的 中 心 等 于 召 、 为 此 考察 群 Ps 的 中 心 。 由 于 有 
等 式 


— 3 _ 1 "—1 ___ 
a Р Ба? = pr-ti, 


故 它 不 可 能 包含 元 素 a ВЕНУ ЖЕ. 因此 一 般 对 已 , 的 不 在 子 群 有 ,中 
的 任意 元 素 都 可 找到 有 B。 的 一 个 元 素 与 之 不 可 换 . 随 之 ， 群 P. 的 
НЕЕ В, н. 其次, 易 见 子 群 В„ = {bi ba te b) 中 任意 
РТВ 37038 a 不 可 换 , 因此 位 于 群 P, 的 中 心 之 外 ， 注 意 
到 忆 门 B=B, 这 就 证 明了 , 群 Pa фе» РШ ТЕ. 
假 阁 在 群 P 的 中 心 内 真有 异 于 1 的 元 素 , 则 它 将 属于 某 一 群 已 中 
HERA RE Pm mn 中 ,并 将 进入 到 这 些 群 的 中 心 内 ， 但 这 与 刚 
证 完 的 结果 是 让 导 的 . 
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$55. 局 部 性 质 

设 丈 表示 群 可 能 具有 的 一 个 性 质 而 设 G 是 一 个 群 ， 它 的 所 有 
由 有 限 个 元 素 生 成 的 子 群 都 具有 性 质 厂 .由 之 完全 不 一 定 能 得 出 ， 
群 G 也 有 具有 性 质 柬 ， 故 按照 这 个 路 子 可 以 定义 一 系列 很 上 自然 的 和 群 
类 .， 例 如, 局 部 有 限 群 和 局 部 自由 群 就 是 这 样 的 类 . 

另 一 方面 , 性 质 琴 也 可 能 是 这 样 的 , 只 要 它 对 群 G 中 有 限 个 元 
素 生 成 的 所 有 子 群 都 成 立 就 能 得 到 它 对 整个 群 G 也 成 立 ; 群 的 交 
换 性 可 作 一 个 最 简单 的 例子 .将 在 群 论 的 许多 分 支 中 通 到 这 种 类 
型 的 “局 部 定理 ， 此 时 一 般 地 疫 有 必要 使 用 所 有 的 有 限 个 生成 元 
的 子 群 ， 也 没有 必要 把 局 部 定理 是 否 成 立 的 问题 一 定 要 和 具有 有 
限 个 生成 元 的 子 群 联系 在 一 起 ， 这 个 问题 的 自然 提 法 应 当 是 CA 
Я Курош, Черников[1]): REG WATPIE LW| (EXE 此 群 的 局 
RFRA, E 

1) 群 G 的 任 一 元 素 售 在 也 中 的 至 少 一 个 子 群 中 ， 

2) 工 中 的 任意 两 个 子 群 (因而 任意 有 限 个 这 样 的 子 群 》 包 含 
在 工 中 的 某 一 子 群 中 . | 

群 G 的 所 有 有 限 生 成 元 的 子 群 系 ， 以 及 所 有 有 限 个 元 素 生 成 
”的 正规 子 群 系 都 是 G ПРЕ. №, Рен РАК 
体 ,以 及 其 所 有 正规 子 群 的 全 体 也 是 局 部 系 .， 男 一 方面 , 只 由 所 给 
群 本 身 组 成 的 系 也 是 局 部 系 . 

将 说 群 G 局 部 地 具有 性 质 玉 ， 如 果 在 G 中 至 少 存在 一 个 局 部 
子 群 系 ， 在 此 系 中 的 所 有 子 群 都 有 人 性质 琴 ， 证 明 对 于 性 质 环 的 局 
部 定理 现在 来 说 就 是 指 , 要 证 明 , 如 果 和 群 局 部 地 有 具有 此 性 质 ， 则 和 群 
本 身 必 也 具有 这 个 性 质 厂 ， 然 而 有 时常 对 所 考察 的 局 部 系 加 以 补 
充 的 限制 , 例如 要 求 属于 此 系 的 子 群 都 是 正规 子 群 . 

Мальцев[3] 指出 了 一 个 证 明 局 部 定理 的 一 般 方法 ， 这 个 方 
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—— 


nirera йыт чт GA АРТ pur rar — po ишш Мы, 


zn 了 数理 П АЕ CLRH РАУ Мальцев WPR. 2 zi № jk 
Vans. 不 过 ， 这 个 定理 本 身 利用 下 述 方法 是 可 以 容 ЕН 
的 ,这 个 方法 起 由 Курош ЗА Sin P ЛЕНИ ОТЕ (还 可 参 
КЕРШШ РА ЖАУДЫ ЫЛЕ НИН Ж EE 
中 的 局 部 定理 一 一 -参看 § 47Ь, 

e Ж К Aa Ap 4,,… 组 成 的 系 5, ЕЕК 
| | A, A, 

GRE: Ж AL TEE. ZZ B. TS A ER А, LED BIS A IU s. 
RFS Bis fs HE РЕ {ПЕП P BIS: 

1) 对 于 人 中 任意 两 个 集 А„, А, BUE S Ау А, А. < 
А,, АА, 

其 次 , 我 们 假设 ,对 任意 一 对 有 关系 ALELA, 的 集 Aa ЖА, Afi 
定 一 个 由 集 A, 到 整个 集 А, EAS LIEN] muss 称 之 为 А, 到 4。 Е 
的 投影 ， 4 中 的 任 一 元 素 在 此 投影 下 在 А. 中 有 一 叭 一 的 象 ; 对 
F А. 中 的 任 一 元 素 在 А, 中 至 少 有 一 个 原 象 ， 在 系 妨 中 定义 的 这 

些 投影 要 满足 下 列 条 件 : 

2) ЖҰ А.А, А„<&А„, 则 投影 л„„ 等 于 顺序 执行 投影 ve 和 
T pa АЕ. 

3) 投影 Naa 等 于 集 А. 到 自身 上 的 恒 等 变换 . 

Ж.Р ЖЩ ЖЛЕ А, ER UII — Ue zc S A o fra ZRBIP AER S rn 
所 有 А. 之 并 的 一 个 子 集 ， 称 已 为 投影 集 , 如 果 对 P 了 中 任 党 两 个 元 
а, b, IE SEE P rp — 76038 с, CE aL gx dE, rH 
某 一 A, 中 到 出 一 个 元 素 a TERES Ж, АМС a fU" XE А. 之 
前 的 所 有 和 集 А, 中 的 象 组 成 ВЯ ВСИ f. 

出 投影 集 P 了 的 定义 可 得 ,P 只 能 每 一 集 А, 中 的 最 多 一 个 
дэн, КМ, НЕЕ РЕ, А. Е 4 后 
ifl CER АУ "ИН Ар. НХ E PREK a b, C 
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们 顺序 属于 А, А, Н А.А, MERED 可 知 元 素 6 Ее Ь 
SES 

一 个 投影 集 , 若是 它 包 含 组 成 系 S 的 每 一 集 4, 中 的 恰好 一 个 
TR, 将 称 之 为 完全 H, 

RS Ра ЕН. 

系 访 的 任 一 投影 集 全 必 是 某 个 完全 投影 集 的 一 部 分 . 

证 明 将 系 S 良 序 之 ， 并且 不 要 求 此 序 与 系 S 中 原 有 的 偏 序 
有 什么 关系 .这 些 附 有 超 限 是 码 的 集 A. КОТО Е А, А, 
4*,-…， 我 们 只 是 假定 , 在 所 用 的 良 序 下 ， 其 元 素 有 一 在 书 中 的 任 
TE A. 要 排 在 与 P 无 交 的 任意 А, 之 前 ， 在 每 一 个 集 A p 我 们 
想 标 定 一 个 元 素 a*， 使 得 这 些 标定 元 素 的 任意 有 限 系 在 仿 中 具有 
一 个 共同 的 原 象 ， 我 们 先 规定 ， 投 影集 P 中 的 元 泰 器 是 它们 所 在 
的 А. 中 的 标定 元 素 . 

设 对 所 有 Acus 在 MC 中 已 标定 了 元 素 a^, 其 次 , 设 集 4: 是 由 
元 素 baba b, 组 成 ,并 假设 对 每 一 0 1;i 委 2z， 可 以 指出 一 个 
由 已 标定 元 素 

| aji, aż, e, akro, Ади, ў=1,2,+,8(%), 
组 成 的 有 限 系 , 使 得 系 (i) 中 元 素 和 元 素 5; 在 8 中 没有 共同 原 象 . 
MARG) 41,2, 2 的 并 是 一 个 标定 元 素 的 有 限 系 , 随 之 , 对 
于 它 存在 一 属于 某 个 А, 的 共同 原 象 c， 此 时 我 们 取 一 个 位 于 А, 
和 A" 后 面 的 集 А, 以 及 其 中 一 个 元 素 4 一 一 它 是 元 38 c 的 原 象 之 
一 ， 元 素 a ER A" 中 的 象 将 是 菜 个 5;,， 这 样 我 们 得 到 ,元素 bi 
和 系 (io) 具 有 藉 同 原 象 ,这 与 我 们 开始 的 假设 是 矛盾 的 . 

这 样 我 们 证 明了 , 标定 元 素 а^ 是 可 以 在 每 一 集 A 中选 出 的 . 
若是 4 中 有 若干 个 元 素 阁 本 为 标定 元 素 , 则 为 了 确定 起 见 可 对 集 
4 的 元 素 重新 编号 而 每 一 次 都 取 具 最 小 编号 者 . 

ПЕН С РЕВ EKE, Е A MAI Es 
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定 了 元 素 a" ЯП а”, 则 在 涉 和 4 后 面 的 革 一 集 ^ 中, 1 PT TC 
有 共同 原 象 .在 А* Е Гос а”, BRAAK a^, а а 应 
县 有 共同 原 象 , ПИКС 2) а” 是 a" Жа 的 共同 原 象 ， 投 影集 P 包 
СЕР Нез. 这 就 客 成 了 定理 的 证 明 . 

各 把 投影 maa 的 定义 改变 ， 使 它 是 集 As 到 集 А. 内 而 不 一 定 
征 到 整个 集 А. 上 的 单 值 映射 , 则 对 于 这 种 情形 , 根据 刚 证 的 定理 ， 
可 以 断言 在 系 避 中 存在 有 完全 投影 集 ， 

事实 上 , ÆR А. 中 存在 有 这 样 一 些 元 素 %， 它 们 在 任意 А», 
45 之 4-， 中 有 具有 原 象 : 这 是 因为 ， 若 А. BIA zu Xz,…, XY 组 成 
HEX E i, i=1,2, …,2， 可 以 指出 这 样 一 个 集 4p,， 使 Ав > 
A«, 而 元 素 2; 在 Ap, 中 没有 原 象 , 则 集 4,, 4, 之 4p,, 11,2, e n, 
就 根本 不 能 被 映射 到 А, 中 ， 而 这 是 不 可 能 的 ，4。 中 一 切 具 有 上 
述 性 质 的 元 素 z 的 全 体 记 作 AL. ER п 下 集 4 被 映 到 整个 
集 AL, D: 这 是 因为 , 若是 А. Нэс © ТЕ А, В ER у, n У, PIS 
有 一 个 属于 4s, 则 存在 有 4,, А,>А, НЖЖ у, 0, У, 每 一 都 
没有 原 象 ， 然 而 此 时 在 А, 中 对 于 z 也 将 没有 原 象 , 而 这 是 不 可 能 
的 ， 对 于 集 4 组 成 的 系 已 经 可 以 使 用 上 面 证 过 的 定理 了 ， 

现在 我 们 应 用 上 述 方法 来 证 明 一 个 关于 Sylow p- 子 群 的 定理 
(Baer[25]; 所 述 证 明 引 自 Tomp6epr[2j)， 先 引入 下 面 一 些 新 

群 G 的 自 同 构 p 叫 作 局 部 内 的 ， 如 果 对 此 群 任意 有 限 个 元 素 
а, da, =, а, 的 集 ， 可 以 在 G 中 找到 一 个 元 素 9 ， 一 般 说 它 依赖 于 
所 取 用 的 集 , 使 得 | 

a,p-—g la,g $=1,2, =, п. 

REG ЯЛ ЧЕЖЕ А ЯП ВЕ Б) ар 5% б, MEFE GHJ 
Spy B ЕЕ АВА ВЕ, 

我 们 想 证 明定 理 : 
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A aR E Я, Е 3c 98 ^^ Sylow p-F EF 28 38 25 S6 83, Ж 
Б № @), 

事实 上 ， 设 在 局 部 正规 群 G 中 给 定 一 Sylow р- ГР. 我 们 
来 证 明 ， 子 群 已 和 G@G 中 任意 有 限 正 规 子 群 百 。 的 交 必 是 百 。 中 的 
Sylow 2- 子 群 . | 

рк Е, JH A. 表示 有 限 群 豆 。 РТ Aro РПА, Sylow 
2- 子 群 的 集 . ЖАН. 4 H. ROS EGM AA 
限 正 规 子 群 时 , 相应 的 有 限 集 AL 8 RS. EM Н.С НМ 
令 4. 委 4o， 则 & 成 为 一 个 偏 序 系 ， 它 还 是 个 格 ， 因 此 条 件 1) x 
成 立 的 . 

当 Aue Ap 时 如 下 面 的 方式 定义 投影 т, HERE H, Hy Sylow 
p---RE P 属于 As, 即 是 | | 

Р'2РПН, | 
ИЕ P NAH. =P", BI Н. 是 Н, 中 的 正规 子 群 ， 而 有 限 群 
Н, 的 所 有 Sylow p- РАНЕЕ, 则 如 在 上 闻 中 已 证 过 的 , 尼 zx 
Н. 中 的 Sylow 2?- 子 群 ， 因 为 
Р" =Р'ПН.2(РПН»ПН.=РПН.а, 

Ac P" ЖЕЖА.. 对 应 


Р'-—>р" 
将 是 集 А, 到 集 4。 中 的 投影 ,并且 条 件 2) 和 3) 成立; 这 是 因为 ， 
H,CH,CH,, 


而 P' 是 Н, 中 的 Sylow 2- 子 群 , WW 
| Р' Н. =(Р'ПН,) ПН... 
ЕЕЕ БОМЖ. МНО, 在 每 一 集 4。 中 可 
以 选 定 一 个 Sylow р- Р Pa 使 得 其 中 任意 两 个 Ps。 和 Ps 必 包 含 
在 某 第 三 个 子 群 P, 中 .由 之 便 得 , 所 有 子 群 Р. 的 并 是 群 9 的 一 
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个 了 - 子 群 , 它 包含 Syiow »--8E P, ДИР ЕАК). 这样， 对 
Е 3& a, # Н, SY OW p- - 子 群 Р, 9 РПН. 重合, 而 这 下 是 要 
证 明 的 “. 

今 转 来 证 明定 理 本 身 , 设 在 局 部 正规 群 G 中 了 到 两 个 Sylow 
р ГР, F Pe Н, «С И 则 由 上面 证 

过 的 , 3E Р. ПН, ТР. ПН. 都 是 Н. 中 的 Sylow p- CEF, ЛЕ 
Н. ЗЕЕ). ЛЕН. БАЕ. РЕ ЭБЕН ЖЕ G ЮНАН Fa] 

ЖЛЕ 五。 ЕЮ, Ж PQH.: РПН, 上 的 全 体 记 作 
Aa. ЖА 9 АН 25, 4 HCH, We А, <А, 并 如 下 来 
定义 投影 mau: ФАН H, уН И Н АТ А, ИРЕ НЕС 
H3 —^ А АРЕ SEU Ж), B ia" EI cS LPS РНИЕЖЕРЯЕН, № 
—^ HIE e: Xm eid РПН, ЊЕ РПН, Е, iep 也 把 
РАПН. 映 到 Р.ПН. E, 即 是 说 o 属于 4s。， 此 时 我 们 规定 ， 投 
RA N pa TE ФИ: Фф. 

显然 ,条 件 1),2) 和 DREL, 因而 可 以 应 用 关 半 完全 投 
影集 的 存在 定理 ， 随 之 , 在 每 一 集 A 中 可 选 定 一 个 自 间 构 ps, 使 
得 这 些 自 同 构 中 的 任意 两 个 9g。 和 gy 古 由 某 一 自 同 构 ,诱导 出 
来 的 ， 群 @ 是 局 部 正规 的 ,因此 ， 上 月 同 构 pe 的 全 体 确 定 群 G 的 一 
个 自 同 构 , 它 是 局 部 内 自 辣 构 且 把 P, P» 上 .定理 证 完 . 

在 此 定理 的 陈述 中 不 能 将 群 G 的 局 部 正规 性 换 成 局 部 有 限 
PE, 这 一 点 可 由 上 一 节 提 到 的 十 数 对 称 群 的 例子 看 出 . 
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1) М.И.Әйдинон 通知 作者 ， 圭 面 刚 证 得 的 断 语 ， 也 可 从 $54 中 引用 的 作者 的 
工作 [L151 的 一 个 定理 推 得 .这 时 要 令 B 一 了 ,并 取 群 Ha 的 任意 Sylow р- РИМА. 
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НР}. ВНЖ: Курош[4 f Birkhoff[2] "P t а 
sms х Е Курош! 14 |; 还 可 参看 Курош #1 Черников| 1], 
ВЕНЕ Е ше ECT. A НУ ЛЕС h Ж — ЧЕ ҮР Г ЖЕ Ж AI 

LAS ], "tz a РЕ = Ao 以 及 整个 群 G— A, ДКВ ДЇ а 
jy Ac ВОЯ M, “ГАЗИ Ж Ж a БАН ДЕЕ НН «< 有 AC 
А», "EINE 并 按 集合 的 包含 关系 给 以 序 , ЕЖЕ, 
НЕЕ а 5, МН 十 1 表示 生 并 称 子 群 Aa 和 Aati Cm E 
D, EF HJ. 此 时 有 А. СА, 1) 8 ЖА 2E ЕН НУ — К. 

子 群 的 有 序 系 汇 叫 作 完 备 的 , 若 对 它 的 任意 子 系 , 属于 此 子 系 
的 子 群 的 并 和 交 也 在 六 中 ， 即 是 对 在 时 中 作出 的 任意 Dedekind 
TEP, ABERDARE “类 中 的 子 群 之 并 ， Vh XE 9f — 38 rn HAE 
TEZZE T A, 任意 由 子 群 组 成 的 序 系 中 可 以 完备 化 :为 此 只 
和 三 把 所 有 分 鸯 的 第 一 类 之 并 与 第 二 类 之 交 深 加 给 区 即 可 ; 此 时 容 
易 验 证 , 这 样 得 到 的 子 群 系 仍 是 有 序 的 , 然而 已 是 完备 的 了 . 

意 完 备 的 子 群 系 二 [4。] 有 具有 桥 ， 并 且 在 此 系 中 桥 还 是 秽 

密 分 布 的 ， 事 实 上 , АЕО 的 任 一 元 素 2, z 天 1， 确 定 系 中 中 的 一 个 
M KERJ PERA НО e 的 妇 到 第 - ~ 类， 而 将 含 
有 2 者 归 到 第 全 类， 我 们 便 得 到 系 中 中 的 一 个 分 割 ， 由 于 系 江 是 
ло, 它 含有 第 一 类 子 群 的 并 和 第 一 类 子 群 的 交 , 并 且 这 两 个 子 群 
是 不 同 的 , 因为 第 一 个 不 含 元 过 7x, 而 第 二 个 含有 %. paz, ef 
gH SE. 

现在 可 以 来 定义 本 节 中 的 基本 概念 . BEC BC HORE 
成 的 任 一 完备 有 序 系 半 一 [4。]j， 它 含有 如 和 G 且 满 足下 面 补充 要 
XX: 对 系 旷 的 仕 一 个 桥 Au Asso РЯ А, В Aca 的 正规 子 群 ， 
КУК ЭГ ЖИЕ С у Е. 显然， 群 的 任意 有 限 正 规 列 是 它 的 正 

EWR 9U ИН ГЕТЕ Ж ЭП Ле Ж, 如 果 在 中 中 的 任意 子 群 也 都 


208 第 十 三 章 “有 限 条 件 , Sylow 子 群 和 相近 的 问题 | 
在 中 ， 这 里 要 提 一 下 的 是 ， 此 时 属于 9 而 不 属于 对 的 任意 子 
ВАД ЛЕЗА МН, 这 就 是 说 它 必 位 于 中 中 所 有 含 在 4 
中 的 子 群 之 并 与 中 中 所 有 含 A 的 子 群 之 交 的 中 间 . 

群 G 的 再 不 能 进一步 加 密 的 正规 系 叫 作 合成 系 . 

群 G 的 任 一 正规 系 奸 都 可 加 密 为 合成 系 . 

为 了 证 明令 外 = 多,， 设 对 所 有 小 于 某 一 6 的 序数 ;已 定义 好 
ERA N, 并 且 它 们 组 成 一 个 升 链 ， 若 序数 6-1 存在 且 若 系 W 
还 不 是 合成 系 , 则 取 9L 的 加 密 中 的 一 个 为 多. 若是 6 是 极限 序 
Ж, 则 把 所 有 A, y «0, 之 并 记 作 名 ， 一 般 说 , 这 个 系 不 是 完备 的 ， 
但 依 上 述 方法 所 得 到 它 的 完备 化 系 将 是 满足 正规 系 定义 中 的 所 有 
条 件 的 , 因而 可 把 它 取 作 9L. 

事实 上 ,显然 系 %, 是 关于 包含 关系 有 序 的 。 其 次 , дя 
备 的 , 这 是 因为 , M 中 的 任 一 分 割 在 任意 N, yy 二 6， 中 必 产 生 一 相 
应 的 分 割 , 所 有 这 些 分 割 的 第 一 类 (相应 地 第 二 类 ) 具 有 属于 A 的 
并 ( 交 ), 因而 它们 也 属于 AN, 而 此 时 所 有 这 些 并 ( 交 ) 的 并 ( 交 ) 依 
假设 含 在 9, 中 且 是 所 给 分 割 的 整个 第 一 类 的 并 (整个 第 二 类 的 
Ж). ЖЕЛЕ, & 9L 在 桥 处 满足 正规 性 和 条件， 这 是 因为 ， 系 刀 的 任 
一 桥 A. А. +, 确定 系 A 中 的 一 个 桥 Ал, Asus, ЖН. Ч у<у' 时 
有 y PY Áay+i Áa +1. 这 样 Aa 是 所 有 A, , 的 并 而 А. +1 Е 
所 有 Asa. 又 因为 任 一 4。, 都 是 Aart 中 的 正规 子 群 ， 随 之 . 
也 是 A, +. 中 的 正规 子 群 , ВА. А. 中 的 正规 子 群 . 

构造 系 91, 的 过 程 将 停止 在 某 一 6=6。 上 , 同时 系 %。 就 是 所 
求 的 合成 系 ， 定 理 证 完 . 

若 取 群 的 所 有 内 自 同 构 作为 运算 子 系 ， 则 正规 系 的 概念 便 变 
成 不 变 系 的 概念 ， 它 是 群 G 的 一 些 正规 子 群 组 成 的 系 ， 含 有 百 和 
G, 且 依 包 含 关系 作成 完备 有 序 系 ; 在 桥 处 正规 性 的 要 求 此 时 自然 
成 立 ， 合 成 系 的 概念 现在 就 变 成 主 系 的 概念 ， 即 它 是 不 再 能 进 一 
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步 不 变 加 密 的 不 变 系 . 

依 递 增 关 系 是 良 序 的 正规 系 叫 作 递增 正规 列 ; 有 限 正 规 列 是 
它 的 特殊 情况 ， 相 应 地 可 定义 递增 不 变 列 ,递增 合成 列 , 递增 主 列 
等 概念 ， 男 一 方面 ， 依 递 降 关 系 是 良 序 的 正规 系 将 称 之 为 递 降 正 
规 列 等 等 | | 

现在 来 讨论 $ 16 中 基本 定理 的 推广 . 若 在 群 G 中 给 定 正规 
A9 —-[A,], WERP Е — ЛЯ AL А„,, 对 应 着 一 个 商 群 
А. 114。, 称 之 为 系 时 的 一 个 因子 ， 有 下 面 关 于 子 群 的 定理 . 

若 在 带 任 意 运 算 子 系 的 群 @G 中 给 定 一 个 正规 系 A= [A], II 
此 群 的 任意 (容许 ) 子 群 下 具有 一 个 正规 系 ， 它 的 那些 因子 和 系 跌 
的 某 些 不 同 因子 的 子 群 同 构 . 

令 

В, =РПА,, 0<а<и. 

Ж 3=[В.1] 是 群 了 的 子 群 组 成 的 有 序 系 ， 可 能 有 一 些 重复 
的 , 并且 Bo— Е, Bn 一， 由 系 针 的 完备 性 得 系 加 也 是 完备 的 ， 但 
这 里 我 们 要 约定 , 一 个 带 重 复 的 子 群 的 有 序 系 说 是 完备 的 , ROM 
此 系 中 任 一 分 割 必 出 现下 列 三 种 可 能 之 一 : 1) 分 割 的 第 一 类 有 
最 后 一 个 子 群 , 而 第 二 类 有 开头 的 子 群 ，2) .分 割 的 第 一 类 有 最 后 
一 个 子 群 , 它 是 第 二 类 中 子 群 的 交 ，3) 分 割 的 第 二 类 有 开头 的 子 
群 , 它 是 第 一 类 中 子 群 的 并 . 

系 吕 的 任 一 个 桥 Bs。, B. 对 应 着 系 半 的 一 个 桥 AS 4s +1. F 
Я А. 在 А... 中 的 正规 性 和 等 式 

| | B, = В, (ПА, 
并 应 用 Zassenhaus 引 理 ， 便 得 В, 在 В... 中 的 正规 性 以 及 同 构 
对 应 
В„,\/ Bo. А„В„,\/ Аа. | 


ЇН XE 
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А.В, СА. 1 
БЕЙНЕ А.В, 1А 同 构 于 商 群 44,1/ А. ПР. В, НЗ 
的 完备 性 ， 此 系 的 披 此 相等 的 子 群 的 集 有 头 一 个 子 群 也 有 最 末 一 
个 子 群 , 因此, 把 这 样 每 一 个 集 换 成 一 个 群 , 我 们 并 不 引出 新 的 桥 ， 
MERTED КНУ Г КЕ А. 
关于 子 群 的 定理 已 证 完 , 该 补充 提 到 的 古 , X E 9 X un GE 
5|, M ix HOT АВ д К 2 9) 
Schreier 定理 和 Jordan- Holder 定理 的 推广 . Ану Е Ж 
RAPBEH, ЗЕНОН IR] TAEA- A 
相 一 一 映射 , 使 得 相对 应 的 因子 是 同 构 的 ， 作 为 有 序 集 , RAMB 
的 序 型 征 否 -一致 这 里 并 不 作 要 求 ， | 
断言 任意 群 的 任 两 个 合成 系 是 同 构 的 在 一 般 情况 下 是 不 可 能 
的 , 例如 整数 加 群 就 是 这 样 的 反例 .在 此 群 中 子 群 系 
| {1} >{2}>{4}>...5{2"} 2-20, 
{1}>{3}>{9} >... 43") 20...20 
ERREN, 但 第 一 列 的 所 有 因子 都 是 2 阶 循环 群 , 而 第 二 列 的 所 
有 因子 都 是 3 阶 循环 群 ， 虽 然 如 此 ， 某 些 推 广 Schreier 定理 和 
Jordan-Hólder 定理 的 结果 还 是 可 证 明 的 . 
设 在 带 任意 运算 子 系 的 群 G 中 给 出 两 个 正规 系 A= ГА. |, 0= 
aa 21% = ГВ». <L, У a+ Aa RRALLE 
Aap ™ Aala N Вв), 
对 所 有 有 B+1 的 8 及 所 有 &, 令 

Ba: = Bi В+: [| Aa), 
把 所 有 A. 添加 到 并 把 所 有 Boa ЙЕЛ B, mr REG 的 子 群 
的 有 序 系 , 可 能 带 有 重复 的 ; 把 它们 记 作 中 和 33. 

ТЕЖ РЕ RAJAR Аш. Аш, HERH a, al 
是 存在 的 ， ВЕБ L НУ B. Bearn 对 应 起 来 , 便 得 此 二 系 
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的 桥 之 间 的 相互 单 值 对 应 ，Zassenhaus 引 理 使 得 我 们 可 以 断言 ， 
Asp 是 Дават 中 的 正规 子 群 ， 而 Bea 是 Bo 中 的 正规 子 群 ,并 且 
对 应 的 因子 是 同 构 的 ， | 
Ав na Ass Bs il Ва 

E ЕШ ЧЕН ГЕИ, AM 
ЖЗ и ЕЛ у. ЖО b. Hog Um №. 容易 验证 ， 
这 个 分 割 的 第 一 类 的 并 永远 属于 A ЖОЖ ГЕ ЖИР Я 
O T: 这 是 由 于 , # Bs Е Be, В 的 交 , ША. ПВ, 将 是 子 
ВЕ ALGO B, 0035, BERR А. (А. NB 很 可 能 是 小 于 乘积 
As СА... ПВ»), В" >В 的 交 . 

现在 我 们 作 如 下 的 假设 : 

(C) 正规 系 中 和 时 具有 这 样 性 质 ， 系 路 和 导 包 令 它 们 的 每 一 
分 割 的 第 二 类 之 交 ， 亦 即 它 们 是 完备 的 ， 

在 这 种 情 襄 下 系 半 中 (也 还 有 系 导 中) 彼此 相等 的 子 妊 集 既 有 
第 一 个 也 有 最 未 一 个 子 群 ， 从 这 些 披 此 相等 的 子 群 组 成 的 每 一 个 
集中 只 留 下 -- 个 子 群 , 使 得 没有 重复 的 系 中 和 下, 它们 顺序 包含 最 
初 的 系 中 和 下， 在 由 哥 转 到 时 以 及 由 更 转 到 时 不 会 出 现 新 的 桥 
而 除去 其 相应 因子 为 的 桥 以 外 不 会 丢掉 原 有 的 桥 ， 而 从 系 避 和 
让 的 完备 性 可 得 系 导 和 加 的 完备 性 ， 这 样 ， 时 和 双 就 是 没有 重复 
的 正规 系 , 彼此 间 同 构 并 且 上 顺序 是 中 和 里 的 加 审 . 

现在 我 们 来 用 这 个 方法 证 明 下 列 定理 . 

任意 群 @G 的 任意 两 个 递增 正规 列 具 有 同 构 的 且 仍 是 递增 正规 
я бм. 特别 , 若 群 G 具 有 递增 合成 列 , 则 所 有 这 样 的 列 都 是 彼 
此 [5] 49 87, | | 

Е, ERO RS, ШКУ Н 
和 更 也 是 成 立 的 , 因而 假设 CC) 是 被 满 是 的 ， 作 为 系 半 和 省 的 子 
系 ， 系 中 和 于 也 是 良 序 的 ， 
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若 在 群 G 中 给 出 递增 不 变 列 时 和 任意 不 变 系 VL, AP 
ЖЖ, 而 系 轴 的 因子 集 是 系 叶 的 因子 集 的 一 部 分 (不 一 
定 是 真 部 分 ). НЯ 9G u$ 96 x С MAE 
Е Ж | 909 0] 3-69 — 38 
RR Е, 对 РЕНО В ЕЯ. 系 必 是 完备 的 ， 
因为 它 是 系 吕 在 每 一 桥 处 添补 了 一 个 依 递 增 关系 是 良 序 的 子 群 
д. НУ НЕЕ Ву, 添加 其 所 有 分 割 的 第 二 类 的 交 , 我 们 
可 将 它 补 充 成 一 个 完备 系 Г; 由 系 半 的 不 变性 可 得 系 QU 的 不 变 
性 ?， 系 半 的 所 有 因子 被 保留 了 , 但 可 能 增加 一 些 新 的 桥 , 随 之 增 
加 新 的 因子 , 而 这 些 因子 不 对 应 着 系 吕 的 任何 因子 .由 系 站 RU 
转 到 无 重复 的 不 变 系 中 和 з, МЕА Г ле РИ) НЕНЛ. 
设 群 G 具 有 递增 主 列 时 [A], 其 序 型 为 自然 数列 的 序 型 ,或 
者 精确 点 说 ,此 列 包 具有 形状 | 
E-—A$CA,CA;C-:-«CA,C--: CA, =G. 
"РТТ. ИЖЕ Яе P] 3L В, 亦 即 彼此 问 都 是 同 构 的 ， 
事实 上 , & BEB] ERG HEREA. ЕЖУ 因为 
A EER, 而 我 们 知道 系 中 是 包含 其 所 有 分 割 的 第 -类 之 并 的 , 故 
IHE п, n0, FERE р, An о, = А, 而 对 所 有 B> 有 
А „р = А. MELZ A 
А, ПВА, (1) 
A. (А, N Ba) Assis >В». (2) 
注意 到 在 证 明 前 一 个 定理 时 所 说 过 的 , 可 以 断言 , 若是 能 对 任 
意 妈 可 确定 足 码 十 1 的 存在 性 ， 则 这 个 定理 就 是 证 明了 ， 这 是 
因为 , 在 这 种 情况 下 系 尽 将 是 完备 的 ， 故 转 到 系 扩 时 , 在 我 们 这 种 
情况 , 即 是 转 到 系 AH, 不 会 出 下 蜗 新 的 因子 ， 随 之 主 系 久 和 四 是 辐 
КНУ. 


P- 


1) 如 果 不 是 谈论 不 变 系 而 只 是 正规 系 , 则 证 明和 对 多 ' 的 正规 性 已 是 不 可 能 的 了 . 
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首先 我 们 来 证 明 下 面 ?| 理 . 
引 理 £X da D' de B. B <P, RAF RHM: 对 给 定 的 1 
任意 pu OSS 都 不 满足 不 等 式 L <L: <P", 则 有 
A a Be =A ПВ. | 
事实 上 , п=-0, 则 由 (1) 和 (2), 有 
ANBs =E АСВ, М Вон. 
| [КИ 24 бр ЕЯ 


А. ПВ, — А, ПВ," = E, 
而 当 Вос" 时 有 
А, ПВ, =A NB? = А,. 
设 对 wx 一 15| 理 已 证 明了 . WE < В, ПАК а) 
А... ПВС А, А... ПВ SAn 
由 之 | 
А: ПВ = А. ПВ», Ansi ПВ" = Ar N Ви". 
{Н хе: НААУ ГНАУ Е ЖЕ ЗЕ ВУ ЕА АВ). Же 
JB BRE Ansi П Во ВЕРЕ x. HIC) 可 把 它 记 成 
х= 2, 其 中 . 
yCA, 5Є(А„,,[]В»'), 


由 之 得 

y-—zz EBs, 
亦 即 | 

ус (А, N Be"). 
依 归 纳 假设 , 有 


A N Bg! = А, ПВ, 
ИХ yCBy. HZ 
хе CASU N Be) 
mZ ЈЕ X ИЕНУ. 
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ВЖЕ [| А ПЕВНЕ. ZIREN п В.Т АЕ. 此 
时 В, 将 是 所 有 В», P >Bha "I 因为 不 然 的 话 这 个 交 就 可 放 入 
ARA x59 4H XB. CE Bi 是 所 有 大 于 Б, 的 足 标 
B; тп, 中 的 最 小 者 (如 果 这 样 的 是 标 要 是 存在 的 话 )， 则 由 ?| 理 
HAWE В, В’ 二 有 的 足 标 (如 果 В, 不 存在 的 话 ， 这 就 是 
РЕ 8„<8' 的 吓 标 B) 诸 交 А, ПВ» Bb SE, Ва 
Z, 它们 也 等 于 An 和 所 有 В» 之 交 的 交 ， MEEF KAn N Ba, 
但 吓 这 与 (1) 和 (2) 是 矛盾 的 ， 定理 证 完 . 

有 一 些 例子 (参看 Kypom[14]), 它们 说 明 ， 在 此 定理 的 陈述 
中 不 能 只 假设 时 是 任意 的 递增 主 列 ， 也 不 能 把 主 列 和 主 系 换 成 合 
成 的 ， 另 一 方面 ， 可 应 用 此 定理 的 那些 群 可 以 具有 形式 很 复杂 的 
主 系 ， 例 如 , 看 一 下 可 数 个 2 阶 衢 环 群 的 直 积 ， 旺 然 , 这 个 群 有 递 
增 主 列 , 其 序 型 和 自然 数 的 一 样 ， 另 一 方面 ,用 有 理 数 来 把 其 让 被 
加 项 进行 编号 并 在 有 理 数 系 中 作 所 有 可 能 的 分 割 ， 而 在 有 理 分 割 
的 情形 约定 把 相应 的 有 理 数 归属 第 二 类 .对 每 一 分 割 取 编 号 属于 
比分 割 的 第 一 类 的 那些 豆 被 加 项 的 和 ， 并 把 这 样 取 到 的 子 群 系 完 
备 化 , 我 们 便 得 到 一 有 连续 统 势 的 主 系 , 它 具 有 完全 处 处 间断 集 的 
序 型 ,并且 在 此 系 中 的 桥 与 有 理 分 割 相 对 应 着 。 САР 充 2.5) 
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现在 我 们 转 和 人 研究 一 类 非常 广泛 的 群 , 特别 , 所 有 阿 贝尔 群 都 
属于 此 类 ， 此 类 群 的 意义 在 历史 上 已 册 它 与 用 根 式 解 方程 问题 的 
联系 而 被 确定 了 . | 

群 的 有 限 正 规 列 或 不 变 列 叫 作 可 解 列 ， 如 果 所 有 它 的 因子 是 
阿 员 尔 群 ， 妊 G UET A on, 如 果 它 满足 下 列 条 件 之 一 而 它们 的 
pr tE P E ЖИЕ; 

1) 群 G 具 有 有 限 可 解 正规 列 . 

2) Ж Ө АЖ ЖЕ ИЖ ЛЕ Л, | | 

3) 群 G 的 换 位 子 群 降 链 (参看 $ 14) 经 有 限 步 后 中 断 在 单位 
群 上 . | 

显然 由 2) 可 得 1)， 其 次 , 由 3) 可 得 2), 这 是 因为 ， 换 位 子 群 
的 降 链 ， 如 果 它 在 有 限 位 置 达到 单位 群 ， 那 就 戌 为 一 个 换 位 子 属 
Оэ, 它 当然 是 有 限 可 解 不 变 列 .。 = 

АЕ, h DTE. KO ERGE i 换 位 子 群 并 设 G 
有 有 限 可 解 正规 列 | 

G=H; DH DH: D DH, =E. 

ИЛЕ G/H, ОЗ HDK, ЖЕЛЕЗ Н.2К®. H 
ШЖ H;/H i, 的 交换 性 得 ИН; 包含 群 吾 ; НУ T Е, ЛЯ 
说 群 到 d ЕТ, WA Н.К, үң HE ffl 
К") =B, 

因为 可 解 烈 的 加 密 本 身 也 是 可 解 的 ， 故 依 Schreier 定理 ， 可 
解 群 的 任 一 正规 列 可 加 密 成 可 解 列 ， 因 此 可 解 群 的 任 一 正规 子 群 
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必 可 出 现在 某 个 可 解 列 中 ， 由 之 便 得 ， 可 解 群 的 任意 商 群 本 身 也 
是 可 解 的 ， 另 一 方面 , 在 $ 16 中 曾 证 过 下 面 定 理 ， 若 在 某 个 群 中 
给 一 正规 列 , 则 在 此 群 的 子 群 中 可 找到 一 个 正规 列 , 它 的 因子 与 所 
给 列 的 因子 的 子 群 同 构 ， 把 这 个 定理 应 用 到 可 解 列 便 得 到 ， 可 解 
群 的 任意 子 群 本 身 也 是 可 解 群 

可 解 群 4 借 助 可 解 群 B 所 得 的 扩张 G 也 是 可 解 群 . 

事实 上 , 取 群 4 的 可 解 列 ,并 把 与 群 互 的 一 个 可 解 列 中 的 子 群 
相应 的 G 的 子 群 添补 上 去 , 扩充 而 成 G 的 正规 列 , 后 者 就 是 群 G 的 
可 解 列 . 

由 之 便 得 ， 具 有 带 可 解 因 于 的 有 限 正 规 列 的 群 是 可 解 的 ， 特 
别 ， 有 限 多 个 可 解 群 的 直 积 是 可 解 的 ， 但 对 无 限 个 可 解 寿 的 直 积 
相应 的 命题 已 不 成 立 . 

最 后 提 一 下 , 非 阿 贝尔 单 群 是 非 可 解 群 的 最 简单 的 例子 . 

有 限 可 解 群 。 若 可 解 群 G 是 有 限 的 ， 则 其 可 解 列 可 加 密 为 合 
成 列 ， 有限 可 解 群 的 合成 因子 都 是 阿 贝尔 单 群 ， 即 素数 阶 的 循环 
群 ， 有 限 可 解 群 的 这 个 性 质 可 作为 它 的 定义 ， 并 且 任 意 具有 合成 
列 的 可 解 群 都 是 有 限 的 , 这 是 因为 任 部 阿 贝尔 单 群 是 有 限 的 . 

与 有 限 阿 贝尔 群 不 同 , 有 限 可 解 群 组 成 一 个 很 广 的 群 类 , 现在 
还 没 能 完全 刻 划 它 ， 除 此 以 外 , 下 面 这 个 等 价 于 Burnside 关于 有 
限 单 群 问题 (参看 $ 61) 的 问题 仍 是 没有 解决 的 ， 奇 数 阶 有 限 群 是 
可 解 的 吗 ?? 

任意 有 限 D- 群 都 是 可 解 的 , Фр 为 任意 素数 . 

事实 上 , 若 G 是 有 限 2- 群 , 则 由 $ 54 我 们 知道 , CH Hb ZR 
TE. ЛК Ө /7. 仍 是 有 限 2- 群 , 但 已 有 较 小 的 阶 . 认定 阶 较 群 G 
的 阶 为 小 的 2- 群 ,我 们 的 定理 已 成 立 ， 则 得 群 G 是 阿 贝尔 群 乡 借 
助 于 可 解 群 G/Z 的 扩张 , 随 之 是 可 解 的 . 


1) 在 准备 本 书 第 三 版 的 时 候 , 此 问题 已 得 到 解决 ( 见 补充 之 引言 )。 


广义 可 解 群 ， 群 的 可 解 列 的 概念 容易 推广 到 可 解 正 规 系 和 可 
解 不 变 系 ， 即 是 带 阿 贝尔 因子 的 正规 或 不 变 系 ， 这 使 得 我 们 可 引 
入 下 面 非常 广泛 的 可 解 群 的 推广 

REG НЕ RN- 群 , 如果 它 有 共有 可 解 正规 系 ; 叫 作 有 7- 群 ， 如 果 
它 具 有 可 解 不 变 系 ， 关 于 这 两 类 群 是 否 重合 的 问题 暂时 没有 解 
Un. 

可 解 和 有 限 可 解 群 定义 的 其 他 形式 也 能 作 相 应 的 推广 ， 并 且 
按 这 个 路 子 得 到 的 群 类 已 经 不 再 是 重合 的 ，RN- 群 类 在 这 里 是 最 
广泛 的 .现在 我 们 指出 这 些 群 类 以 及 它们 的 一 些 性 质 ， 其 进一步 
的 细节 请 看 Курош 和 Черников[1], 

应 用 换 位 子 群 列 所 给 出 的 可 解 群 定义 可 引出 RK- 群 的 概念 ， 
即 是 指 这 样 的 群 ， 它 们 的 换 位 子 群 降 链 ， 虽 然 可 能 是 超 限 的 走 下 
去 ， 但 是 终结 在 单位 子 群 上 ，RK- 群 属于 RZ- 群 ， 因 此 也 属于 . 
RN- 群 类 中 . | 

如 在 $ 36 中 说 明 过 的 ， 自 由 群 是 RK- 群 , 而 因为 任意 群 都 可 
_ 表 成 自由 群 的 商 群 , 故 RK- 群 的 商 群 (以 及 RT- 和 RN- 群 的 商 群 ) 
可 以 不 再 属于 相应 的 群 类 .相反 地 , ВК-, RT- 和 RN-- 群 的 子 群 本 
身 仍 具有 相应 性 质 . 这 一 点 对 BK- 群 是 显然 的 , 而 对 BRI- 和 RN 
可 由 上 节 中 证 过 的 关于 子 群 的 定理 得 出 . | 

顺序 较 RN- 和 BR7- 群 类 更 窗 的 是 RN- 有 7- 群 , 即 是 这 样 的 
RE, 它们 的 任意 合成 (相应 地 , 主 ) 系 都 是 可 解 的 ， 这 些 群 类 对 于 取 
商 群 是 封闭 的 . 因为 , 设 群 8 是 RT- 群 并 设 在 商 群 G/H 中 给 定 一 
个 任意 主 系 ， 它 对 应 着 群 G 中 经 过 及 的 一 个 不 变 系 ， 将 后 者 加 密 
成 主 系 , 并 注意 到 它 应 是 可 解 的 , EARR G/H th, 我 们 就 证 明了 
此 商 群 中 原 给 主 系 的 可 解 性 . 


1) 在 准备 本 书 第 三 版 时 , 此 问题 已 解决 ( 见 补充 23. 1), 
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Th me rp iP ge — 


ts RI- TERIS. ШЇ ШЕ ER D т --ЖЕ ИТ Шмипт[7] 
РЕ, AEdHGAGEHBgA8B. ‘ЕЛИ ТЕ ДЕ; РА В ТЕ Ж; Bu И: b ле 
ВГ- Е. 
最 后 我 们 指出 和 村 解 群 最 接近 的 广义 可 解 厦 类 一 一 ERV”*- 群 
和 RI*- 群 类 ， 这 是 具有 可 解 递 增 正规 列 及 相应 地 可 解 递 增 不 变 
3l B RE, 
RN*-2EX 4o RI*-- 群 类 对 于 取 子 群 是 封闭 的 ， 这 可 由 关于 子 
pt 它们 关于 取 商 群 也 是 封闭 的 ， 事 实 
谈 在 县 可 解 递增 正规 (或 不 变 ) 列 时 的 群 G 中 给 出 一 个 正规 地 
" . ЖЖ: ЭИ GEI) Я 
ECHCG (1) 
м $ 56 中 关于 存在 同 构 加 密 的 定理 ,注意 到 这 些 加 密 仍 是 递增 
正规 (或 不 变 ) 列 , 这 样 我 们 便 把 列 (1) 加 密 成 可 解 (或 不 变 ) 列 . 
任意 RI*- 群 都 是 РГ. ERK E, ани 
变 列 , 而 于 是 此 群 的 任意 不 变 系 , 则 依 $ 56 中 的 一 个 定理 , 这 些 系 
di dns CRI 38, Н.Ж ВЖЖ Жи — 部 分 . 作 
为 可 解 列 的 加 密 ， 系 中 是 可 解 的 ， 因此 系 © 也 是 可 解 的 . 由 之 得 
群 G 的 所 有 主 系 都 是 可 解 的 . 
类 似 方 法 可 以 证 明 , 任意 RN 3E RN-3£, MUT XX рН К TIE 
有 个 问题 尚未 解决 : 它们 是 否 实际 上 是 相等 的 “ 
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对 于 广义 可 解 群 有 下 面 的 Мальцев 局 部 定理 (参看 Maib- 
цев[ 31, Курош 和 | Ҷерников{ 11), 
任意 局 部 地 具有 性 质 RN, РІ, ВМ SRI. A Я ЯН № № ж 


1) ЕЖЕ, XX [ИШИП НИВА 23.1), 
2) 在 准备 本 书 第 三 版 时 , 此 问题 已 得 到 解决 ( 见 补充 23.1), 
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RN-3£, RI- 8, RN- 群 或 RI- 群 

对 定理 中 的 四 个 结论 将 分 别 证 明 . 

对 于 RN - 群 的 局 部 定理 的 证 明 . 设 在 群 G 中 给 定 一 子 群 的 
局 部 系 工 ， 并 议 此 系 的 所 有 子 群 44，Af,… 都 是 ВМ-В. Lp 
ВУЗЕ ЕДЕ A? 内 取 定 某 个 确定 的 可 解 正 规 系 上 *. 

设 4 和 2 是 群 G 的 两 个 任意 元 素 ， 对 于 使 子 群 4 包含 此 二 
元 素 的 每 一 a, ТЕ €^ 中 存在 至 少 不 包 含 元 索 a.b 中 之 一 的 一 个 版 
大 子 群 ; 将 用 C2,, 来 表示 这 个 子 群 ， 若 C3.， EAC 中 包含 元 素 
a,b 的 子 群 中 的 最 小 者 , MERE CS, s, Ca, 组 成 系 &* АМ BLA 
因子 的 一 个 桥 , 因而 换 位 子 La, 5j 显 然 属 于 Са, ь. 

系 工 中 含有 元 素 а,Ь 的 所 有 子 群 4* 必 属 于 下 面 三 类 中 之 一 : 
相应 的 子 群 Са,» 或 含 a 而 不 含 5, 或 者 含 0 不 含 a, КАЛЕВ а 
不 含 6， 这 三 类 中 至 少 有 一 类 是 群 G 的 局 部 子 群 系 . 

事实 上 , 假设 对 这 三 类 中 的 每 一 类 都 可 指出 , 群 G 中 或 者 有 这 
样 的 “了 矛盾 ?元 素 ， 它 不 属于 此 类 中 的 任 一 个 子 群 ， 或 者 有 这 样 的 
“了 矛盾 ? 子 群 对 ， 它 们 属于 这 个 类 但 不 同属 于 此 类 的 任 一 第 三 个 于 
群 。 依 局 部 子 群 系 的 定义 在 工 中 可 以 找到 这 样 的 子 群 A^, 它 既 包 
ба, 5， 也 包含 上 面 指 出 的 所 有 这 三 类 的 “了 矛盾 ?元素 和 子 群 。 然 
而 , 子 群 4* 应 属于 上 面 考察 的 三 类 中 之 一 , 这 样 就 得 出 矛盾 . 

用 上 法 得 到 的 任意 局 部 子 群 系 将 称 之 为 与 元 素 对 (9G，0) 相 关 
联 的 局 部 系 ; 这 样 的 局 部 系 可 能 有 一 个 , 两 个 或 三 个 …. - 

今 取 两 个 元 素 对 (c,&) 和 (c ，d )， 系 工 中 包含 所 有 这 些 元 素 
ERTE A" 至 少 属于 下 面 两 类 中 之 一 : 或 者 

С? СС ,d' 


D) Ю.Н. Мерзляков 写 信 给 本 书 第 三 版 的 编辑 说 , 在 证 明 中 可 以 不 引进 与 元 素 
Qon, ОДНЕ, 而 代 之 以 包含 元 素 a. b 的 所 有 子 群 系 ， 
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Сё 208 а. 

和 上 面 一 样 可 以 证 明 , 这 两 类 中 至 少 有 一 个 是 群 G 的 局 部 子 群 系 . 
jc | fe 5 Ce, d) fo (c', 4') 相 关联 的 局 部 系 ( 可 能 有 一 个 或 两 个 ). 

一 些 局 部 系 的 交 指 属于 每 一 给 定局 部 系 的 闻 群 组 成 的 系 ， 若 
给 出 有 限 多 个 对 (ai,61),Y 二 1，2,…，n 和 有 限 多 组 偶 对 (cj, di), 
— (65,052, )—1,2, =, 8, 则 由 与 给 定 的 每 一 对 和 每 一 偶 对 相关 联 的 
都 些 局 部 系 中 至 少 有 一 种 方式 可 各 选 出 一 个 来 ， 使 得 它们 的 交 仍 
是 群 G 的 局 部 子 群 系 ， | 

事实 上 ， 假 设 对 其 总 数 仅 为 有 限 的 这 些 交 中 的 每 一 个 可 以 找 
到 在 前 述 意 义 下 的 “矛盾 ”元素 或 “矛盾 * 子 群 对 ， 今 对 每 一 对 (as 
六 ) 以 及 每 一 个 对 (cl&)，(ci2i) 所 确定 的 于 些 类 中 ， 儿 不 是 与 
这 些 对 或 偶 对 相关 联 的 局 部 系 ， 也 选 出 “矛盾 "元 素 或 “矛盾 ? 子 群 
хр. [AER L'BAEAEH T RE A^, CRES Emi P580" 2P 2 
ЖТ, ШЫ ЕЈ I BOE HRS ZO. ET XXE 
元 素 对 或 偶 对 中 的 每 一 个 来 说 , 子 群 4* 显然 都 属于 与 此 对 或 偶 对 
相关 联 的 局 部 系 中 的 一 个 ， 随 之 也 属于 这 些 局 部 系 的 交 中 ， 但 古 
Xx f PE A^ 包含 有 与 此 交 相 “ 了 矛盾 "的 元 素 残 子 群 对 这 一 假设 是 
HF JER. | | 

在 这 个 结果 的 基础 上 , 我 们 来 证 明 ， 对 于 任意 对 (ap) 和 任意 
偶 对 (c,d)，(C ，L& ) 可 以 各 选 出 群 @G 中 的 一 个 与 它们 相关 联 的 局 
部 系 一 一 把 这 局 部 系 顺 厚 记 作 Leao) Fo Loo (an 使 得 选 出 
局 部 系 中 任意 有 限 多 个 之 交 ， 仍 是 群 G 的 局 部 子 群 系 ， 

为 了 证 明 , 将 认定 所 有 对 和 所 有 偶 对 之 集 双 是 良 序 的 并 对 此 
集 作 归 纳 法 来 证 明 . 今 取 集 MN 中 的 第 a 元素 并 设 ( 当 >>I 时 ) 对 
所 有 前 面 的 元 素 已 各 标定 一 个 与 之 关联 的 局 部 系 且 满足 以 下 条 
件 : 对 任意 有 限 个 标定 系 荆 ,DL e, LORM 中 任意 有 限 个 元 
Ж, 例如 说 第 w ,第 a ” ,…, 第 a 元素, 可 选取 与 后 面 这 些 元 素 天 
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联 的 局 部 系 Ly, ЦУ, s L, ВВ 
Г’. Г”, es LO, LEO, Lg, СЫ, 

之 交 本 身 也 是 群 G Ну BD HER. WEB OU 的 第 a 元 素 也 可 由 
与 之 关联 的 那 有 限 个 局 部 系 中 标定 一 个 ， 而 使 刚 说 过 的 标定 局 部 
系 的 性 质 仍 能 保留 . KERJ, TABE % 元 素 关 联 的 局 部 系 中 
每 一 个 ， 都 有 -一 个 由 标定 局 部 系 和 对 中 元 素 组 成 的 “矛盾 ”有限 
集 , 则 取 所 有 这 些 有 限 集 之 并 , 再 加 上 第 4 元素 本 和 丑 ， 便 将 51 到 与 
HR CE НЯ ЈА. 

所 有 局 部 系 Lan ЖП Don. chao УЕ € 记 之 . 

现在 我 们 转 来 构造 群 G 的 可 解 正规 系 . 取 任 意 元 素 对 (a，? 
Айн ИШ. Has. 

‚ ЖАНА Lea n MECE 中 任意 有 АВЕ 系 之 交 , 我 
A TRO ЕЕ Л ЮВ. 

2. 对 属于 1. 中 得 到 的 局 部 系 的 所 有 AT 的 子 群 Ca,,, 取 它们 
的 交 . 

3， 对 固定 对 (a,5), 但 对 1. 中 构造 的 不 同 的 局 部 系 依 2. 得 到 
ани 我 们 取 它 们 的 并 ,而 将 此 并 记 作 Has. | 

1,, 实际 上 是 一 个 子 群 , 因为 2. 中 所 谈 到 的 任意 两 个 交 都 含 
iE RR RIA ла 

子 群 Н. ля жаб 中 的 一 个 ,或 者 是 一 个 也 不 包 
A 但 它 永 远 含有 这 些 元 素 的 换 位 子 [a,5]， 这 是 因为 对 于 在 局 部 
A Lom FUB ABER TREC 都 具有 这 个 性 质 . 

AE FER 33 (a, b) FaR HL, 2E 9 IR e P 65 8, X Ж 
是 有 序 的 ， EKRE, WIR Has ИН... Ж) 部 系 Dao. с 
定义 ,对 于 在 此 系 中 的 所 有 子 群 4", 两 种 可 能 包含 关系 ,Ca,s 刁 Ce,a 
或 C8, 过 05,a, 中 只 有 一 种 成 立 ; 设 是 第 一 个 成 立 ， GL 中 所 说 
的 那些 局 部 系 再 加 上 一 个 系 Lo.s.c.w， 则 子 群 Hs 的 定义 中 的 


“22 Кы E FI RERE 
2. 所 说 的 交 只 能 增 大 , 由 于 这 个 原故 , 所 以 有 
Has Hea 

由 有 序 子 群 系 名 去 掉 所 有 重复 者 并 把 它 的 所 有 子 集 的 交 和 
并 添加 上 去 , 便 得 完备 的 有 序 子 群 集 百 ， 

FHER TAS, KERA, Z aika TTE 
则 子 群 Н LARA МОЕ, МИРАЖ a. KEAS rp c 
子 群 之 交 等 于 及. 

HAAS 中 所 有 子 群 之 并 4' 可 能 异 于 G， 故 不 能 证 明 群 G 
Ap ri 5. ВЕН, ЕЯ 中 两 个 元 素 a,b, 我 们 知道 
这 时 此 二 元 素 的 换 位子 [e, ПЕН, МОм С". м 
之 ,为 了 证 明定 理 剩 下 来 要 说 明 的 只 是 , ZAAGA RG c 
正规 系 . 

系 神 是 正规 的 ,事实 上 , 取 此 系 中 任意 一 个 桥 HH a. REX 
. ва, b НЕД: 

acH,, БЕН в.а, бе Н». 
MA А СЯ. 因为 不 然 的 话 , ЕЖЕ S ОЕ, Has 该 包含 
子 群 Hno 因而 将 含有 a b 这 两 个 元 素 ， 但 因为 换 位 子 [e， 妆 属 
Т И 故 它 也 属 干 E, Wig oE 万 , ЖЖ Ба 也 在 Н, ц. 
这 就 证 明了 A, 是 万, 中 的 正规 子 群 . 

& атй. ERE, 设 在 此 系 中 存在 一 个 桥 Н, Н, А. 
非 阿 贝 尔 因 子 ， 这 就 是 说 ， 在 子 群 万 ,,; 中 可 以 找到 元 素 a, b, È 
们 本 身 以 及 它们 的 换 位 子 不 在 Л, 内， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 子 
ВЕН, ЗН Га, b] 而 另 一 方面 它 不 能 含有 ab 这 两 个 元 素 ， 

和 随 之 它 本 身 含 在 Н.Н. т Га, ЄН, EEZ. 

对 于 RI- 群 的 局 部 定理 的 证 明 . 可 同样 地 进行 ， 需 要 证 下 
的 只 是 , E dE Has, 都 是 群 G 的 正视 子 群 ， | 

СЕН, 中 的 任意 元 素 ，& RG 中 任意 元 素 ， 子 群 
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Hi 的 定义 说 明 , wE ce EETA Са. 69, Apo RE Са, ж 
Ж ГАА аъ У © 中 菜 有 限 个 其 他 局 部 系 之 交 中 的 所 有 
A" ЗАЗ. RTIA, ШЫ АПАЕ Гор со tEXX ШЕ E) Ж 
LU. НА А“ 都 含 元 素 4， 又 因为 Ca 现在 是 А“ 中 的 
正规 子 群 ， 故 所 有 涉及 到 的 子 辞 Cazs， 随 之 它们 的 奖 也 合 元 宗 ， 
d ‘са, ХА, ШЕР Hao 中 , 而 这 也 了 恕 是 要 证 明 的 ， 

对 于 Rf- 群 的 届 部 定理 的 证 明 . 设 在 群 G 中 给 出 一 个 局 部 子 
FER ГУ НО РН А“ 都 是 RIPE. HUP TE^ IE R 
МЕГЕ, 故 为 了 证 明定 理 , 只 需 证 明 下 面 命题 : 

若 在 我 们 这 个 群 @G 中 给 出 正规 子 群 万 do B, В В, Ё В, 
P ЮЖ B/B 是 非 交 换 的 ， 则 介 于 В, 和 Ba 之 间 存 在 群 G 的 一 
个 异 于 它们 的 正规 子 群 . 

МЛЯ В,/В, 的 非 交 换 性 可 得 在 В, НЕДЕЛЕ PA 25 Ех 
J, 它们 本 委 以 及 它们 的 摘 位 子 都 不 在 子 群 В, B. Ш А Л 

Lo а, у TEES BE, UOS | 
B:—A*()]B, В = А* В, 

A A" 中 的 正规 子 群 , 昌 Ву ТЕ Bi РЕ, 因为 元 素 Xx,y 和 
[x,y 属于 B5, 但 不 属于 Br. | | 

因为 4" 是 ERI- 群 , 故 其 不 变 系 

ЕС ВСВ: А“ = | 
可 加 密 成 可 解 主 系 ， 取 这 种 加 密 中 的 一 个 、 在 其 中 必 可 找到 桥 
Се, С“, XX Hl C* 含有 这 两 个 元 素 vy. ШС“ 至 少 不 仿 它们 中 的 一 
ЛУП ЕНЕНЕ С/С 的 交换 性 却 含 换 位 子 [z, 幻 ， 这 样 
ВҮСС*С C* CC Bs. : 

下面 将 认定 在 局 部 系 卫 中 每 一 个 含 元 素 Z，9 "ET А“ [^ 
都 按 上 述 方式 构造 一 个 正规 子 群 C“， 此 时 所 有 这 些 子 群 AT 被 划 
分 成 以 下 三 类 ; 相应 的 正规 子 群 0" КР r 但 不 含 y， 或 者 售 y 


224 = | Ее ЖЕ 
但 不 含 r, ERE 也 不 含 g， 和 在 前 面 定理 的 证 明 中 一 样 , 可 以 
证 明 ， 此 三 类 中 至 少 有 一 个 是 群 @G 的 局 部 子 群 系 ， 取 定 这 些 局 部 
系 中 的 一 个 并 用 L' 表 之 ， 且 在 下 面 我 们 将 只 利用 属于 五 ' 中 的 子 
ЖЕ =. | 

用 C 表示 群 G 中 所 有 具 下 面 性 质 的 元 素 z 的 全 体 ; 在 局 部 系 
L 中 可 找到 一 子 群 4*， 使 得 对 于 乙 中 包含 4e 的 任意 子 群 u 
ЖЖ z EERTE С" nm. 

集 C 是 群 G 的 子 群 ， 事 实 上 , 若 元 素 z1 和 za 属于 集 C， 则 在 
BRAL ФЮТ A A 使 得 元 素 z;, 1=1,2, SEX L'h 
& А 的 任意 子 群 А 所 构造 的 那些 C* 中 . [BTE L' 中 存在 子 群 
Аз, 它 包含 这 两 个 子 群 4e A, К, HFL 中 含 4": 的 任意 
子 群 A“, 其 正规 子 群 Cs 将 要 含有 此 二 元 素 z1, za， 因 而 也 含 它们 
的 乘积 , 以 及 它们 中 每 一 个 的 逆 元 ， | 

子 群 C 是 群 G 的 正规 子 群 ， 事 实 上 ， 设 zxEC,9gEG. 车 如 是 
L' 中 一 个 子 群 , 使 得 对 任意 含 A* 的 子 群 4", 元 素 z 都 在 CT 中 ， 
且 若 A EL 中 含 А 和 元 素 9 的 子 群 ， 则 对 任意 © AT 的 子 群 
A"1, 其 正规 子 群 Ce 将 不 仅 含 有 2, 也 含有 9-:zg, 因而 9 '#0ЄС. 

正规 子 群 O 介 于 В, 和 Bs 之 间 ， 事 实 上 ,车 元 素 5 属 于 Bi 且 
若 5 属于 局 部 系 5' 中 的 子 群 4*， 因 而 也 在 所 有 含 A 的 子 群 4 
中 , 则 对 所 有 这 些 а/', 它 也 属于 BS 中 , 随 之 也 在 C 中 ， 这 就 证 明 
了 beEC， 另 一 方面 , 若 元 素 z 属于 C,， 则 存在 有 子 群 4*， 使 得 zE 
Сс Вз, НИ zc В". 

正规 子 群 C ЯТ В, 和 В». ТИВ, ЕЕК L 
时 可 能 出 现 的 三 种 情形 分 别 讨论 . 若 此 系 是 由 第 一 类 子 群 4", 也 就 
是 其 相应 正规 子 群 C* 含 z 但 不 含 y 的 那些 A 组 成 的 , 则 正规 子 
ROSE c, RRES 于 Bl，C 也 不 含 y， 而 这 说 明 它 异 于 
B,， 对 于 局 部 系 І 是 由 第 二 类 子 群 4" 组 成 的 情形 类 似 的 讨论 也 
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是 适用 的 ， 若是 5' 是 由 第 三 类 子 群 如 组 成 , 亦 即 由 其 相应 的 C" 
不 含 ЖП у, BARETT, ylh А" 组 成 的 , 则 正规 子 群 C 也 不 含 
т ЖП у, 这 说 明 它 异 于 Ba CBARA, y] KANERT 
B, ЖЕ. 
对 于 NY- 群 的 局 部 定理 的 证 明 . 需要 把 前 面 几 个 定理 的 证 明 
中 所 使 用 的 方法 综合 起 来 , 我 们 把 它 略 去 . | 
对 于 RN*- 群 的 局 部 定理 是 否 成 立 还 没有 解决 ?。 另 一 方面 ， 
对 于 RI*- 群 和 RK- 群 不 能 证 明 局 部 定理 ， 这 可 由 有 不 含 阿 贝尔 
正规 子 群 的 局 部 有 限 ?- 群 的 例子 (ImaaxT[7]) 以 及 与 自己 的 换 
位 子 群 重合 的 局 部 有 限 2- 群 的 例子 (AmroLl1]，HUIwrar[L7]) 来 
A | 
| 容易 理解 , 对 可 解 群 , 局 部 定理 是 不 成 立 的 ， 这 就 引出 下 面 重 
要 的 广义 可 解 群 类 : 群 G 岂 作 局 部 可 解 的 , 如 果 它 有 一 个 由 可 解 子 
群 组 成 的 局 部 系 ， 因 为 可 解 群 的 子 群 本 身 也 是 可 解 群 ， 故 这 个 定 
义 等 价 于 要 求 群 G 中 任 一 由 有 限 个 元 素 生成 的 子 群 是 可 解 的 ”. 
显然 ， 局 部 可 解 群 属于 住 意 有 局 部 定理 的 广义 可 解 群 类 ， 一 
股 说 , RN*-, RN-, RI - 群 类 和 局 部 可 解 群 类 ， 以 及 在 Шмидт[7] 
中 研究 过 的 群 类 ， 它 们 彼此 是 很 接近 的 .精确 地 乔 清 存在 于 它们 
之 间 的 关系 该 是 有 趣 的 ，( 见 补充 23). 


$ 59， 附 加 有 限 条 件 | 
在 上 面 研究 过 的 广义 可 解 群 类 之 间 会 出 现 一 些 新 的 关系 ， 洛 
是 补充 要 求 这 些 群 满 这 样 或 那样 的 有 限 条 件 (参看 $ 53)、 现 在 来 
介绍 这 种 性 质 的 一 些 结果 
在 局 部 有 限 性 条 件 下 ， 所 有 有 局 部 定理 的 广义 可 解 群 都 是 局 


1) 在 准备 本 书 第 三 版 时 , 此 问题 已 解决 (多 补充 23.1). 
2) 在 局 部 可 解 群 的 定义 中 不 要 求 这 些 群 的 局 部 有 限 性 . 
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部 可 解 群 , 随 之 它们 咎 此 相等 . 

事实 上 , 若 G 是 局 部 有 限 RN- 群 ， 则 所 有 它 的 有 限 子 群 症 可 
解 群 , 因而 是 局 部 可 解 的 . 

这 里 提 一 下 ， 对 于 RN-F Burnside 关于 周 HITER Imp ve 
MU. БЕН НЕ Pu  (Черников[4], Ваег[24]; 32 
于 证 明 参 看 Шмидт[7]). 

任意 周期 RN*- 群 是 局 部 有 限 的 . 

这 是 因为 ,我 们 知道 周期 阿 贝 尔 群 是 局 部 有 有 dut. 局 部 有 限 群 
借助 局 部 有 限 群 的 扩张 是 局 部 有 限 的 (参看 $53), HARARE 
升 链 之 并 也 是 局 部 有 限 的 , 由 这 些 结果 便 直 接 可 得 这 个 定理 ， 

由 此 定理 可 得 周期 可 解 群 的 局 部 有 限 性 ， 因 之 也 有 周期 局 部 
uS IPSE EM E 

, #1 Ж uc Bj] х 3e (Черников[7]): 

€ BRI- 群 (特别 ,任意 可 解 群 ), ЖЕ АЖА # КИЛ Ж 
&, ТҮР 


事实 上 ， 具 有 有 限 个 共 罗 元 素 系 的 任意 群 昌 然 不 能 有 无限 不 
FR MARIAE ВГС 是 可 解 的 ， 设 
EC Н,С-+С Н.С Н„=@ (1) 


дел G WE РЕА, ЖДИ Л ДЕНЕ oC 3: ЖР RE Н) dj 
BE. BEF G/H,- 也 其 有 BUT JU TUUS ЖА. Е xU. fk 
GJH,- 就 是 一 个 有 限 群 . 

АЕ, ЖОН, RC RARE RES AL МЕХА, ИЕН, | 
中 可 找到 无 限 多 个 元 素 
| | а, Q5, өө, йл, TT: 
"THERE HL. Я НН, {Н dk REG pEpGSBA RR Н. НЕЁ 
mj. 即 是 在 - ARP, 随 之 ,在 G 中 存在 这 样 -: 些 元 素 x,, 使 


X. @ал;=@, | à—:2,29, idi | (2) | 
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由 于 A G/H,. :是 有 限 的 , ВОН ЕЕ $, Л, 有 i -j Н. 
Till М hg 
由 之 有 
з=. i hy EH; (3) 
由 (2) 和 和 (3) 得 | 
a, (xih 0) a Eh arr, 
НАХ vihu usi! ТЕТЕ ГАН: 4, И лж а; 和 а, 在 
Ну cde gam, xx 5 (B ЈА. 
ЖЕЛЕ "T ИЕН ВЧ Ha / Hoo WARRE, РЯ 
(1) НАНУ НУРЕ, ШИШЕНИН ОНУН BRE TE, 定理 证 客 ， 
下 面 这 个 关于 对 子 群 有 极 小 条 件 的 可 解 群 的 UepHHKoB[4,5」 | 
定理 把 九 划 这 些 群 的 车 题 守 全 地 归结 为 刻 划 有 限 可 解 群 . 
任意 对 于 群 有 极 小 条 件 的 有 EN- 群 是 可 解 群 群 G 是 对 子 群 
有 极 小 条 件 的 可 和 解 群 当 且 仅 当 它 是 有 极 小 条 件 的 完备 阿 贝 尔 群 借 
助 有 限 可 解 群 的 扩张 ， 
证 明 ( 参 看 HIManr[73)， 设 给 定 一 个 对 子 群 有 极 小 条 件 的 
RN-REG. Wap AR Pp RUE G In) [Ts TREA RER PROS 
序 的 , 即 CG 是 RN+- 群 ， 另 一 方面 ， 由 极 小 条 件 得 群 G 的 周期 性 ， 
而 因此 作为 周期 RN*- 群 ,G 还 是 局 部 有 限 的 .但 上 面 证 过 ,在 局 
学 有 限 的 条 件 下 任意 RN- 群 都 是 ВГ- 6, ВИА G AE RT- 群 , 随 之 再 
依 极 小 条 件 , 它 还 是 RI*-RE, 
(EEG 中 由 于 极 小 条 件 存 在 具有 有 限 指数 的 极 小 TEF, Е 
己 不 含有 限 指 数 的 子 群 .已 将 是 唯一 的 这 种 子 群 ,因为 两 个 有 限 
指数 子 群 的 交 仍 有 有 限 指数 . 随 之 ,了 是 G 中 的 正规 子 群 ， 今 证 ， 
Каф, Я Е, | 
Еу RI*- PER TRE, Е 也 是 ГЕ, ВНТ RT E 的 阿 贝 尔 
正规 子 群 4， 出 在 $53 中 给 出 的 关于 和 极 小 条 件 阿 由 和 尔 群 的 刻 划 
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可 得 ,在 4 中 只 含有 限 多 个 任 一 指定 阶 的 元 素 , 而 因此 ， 由 于 4 是 
正规 子 群 , 4 中 任 一 元 素 在 惨 中 的 正规 化 子 在 丈 中 有 有 限 指数 , 亦 
РА. ШО АТЕВ РФА, Н АСИ, 所 以 ZAE. 

下 面 来 证 ,2 5ле. EXE, ШИР. WpE/Z, EA 
В1*-Т ӨЛЕ. 本 身 也 是 ВТ. НЯ: ТР — 
样 , 它 必 不 含有 限 指数 真子 群 . 因此 , 对 群 R/2 上 一 段 中 的 讨论 是 
适用 的 , 即 是 此 群 应 具有 非 平 凡 中 心 27/2, 252, S z EZ 
EERE, WERF PEES HEUTE Z” © 含 在 陪 集 ZZ 
中 , 即 有 形状 

2 “一 2 zcZ. 
因为 元 素 z' ЯП =’ 有 相同 的 阶 , 而 
B 28 —ZZ, 

故 元 素 z 的 阶 应 是 z 的 阶 的 因数 ， 这 样 的 元 素 z 在 有 极 小 条 件 
的 阿 贝尔 群 委 中 只 有 有 限 个 , 即 元 素 z^ ЕР 
元 素 ， 由 之 得 元 素 z 在 了 中 的 正规 化 子 在 中 有 有 限 指 数 , 因而 
与 重合， 即 z'E2Z， 这 和 不 等 式 2' 取 2 是 矛盾 的 ， 故 证 得 等 式 
Z=F_ 

ВЕ, ЕЕС ВУ ДИКОЕ, ТЕ АЕН 
有 限 指数 真子 群 的 阿 贝尔 群 , ЖЕР дас їй, Ktk $ 53, 可 分 解 
成 有 限 多 个 关于 某 些 素 数 2 的 р" 型 群 的 直 积 . 

其 次 ， 商 群 G/F 是 有 限 的 且 同 时 是 RI*- 群 ， 即 为 有 限 可 解 
群 。 因 此 群 G 作 为 阿 贝 尔 群 借助 可 解 群 的 扩张 本 身 也 是 可 解 群 . 

为 了 结束 证 明 , 我 们 指出 , 任意 有 极 小 条 件 的 阿 员 尔 群 借助 有 
限 可 解 群 的 扩张 也 是 可 解 的 且 ( 参 看 $53) 对 子 群 满足 极 小 条 件 . 

由 Черников 定理 作为 特殊 情况 可 得 ， 对 子 群 有 极 小 条 件 的 
任意 可 解 群 是 可 数 群 . 

我 们 指出 下 面 这 个 显然 事实 : 可 解 群 对 子 群 满足 极 小 条 件 当 
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且 仅 当 它 的 所 有 可 解 正规 列 的 所 有 因子 是 有 极 小 条 件 的 阿 员 

其 次 ,我们 指出 (参看 Шмидт[7],Черников[21]), 对 于 周期 
可 解 群 以 及 某 些 更 广 一 些 的 群 类 ， 由 对 阿 贝 尔 子 群 的 极 小 条 件 可 
得 出 对 所 有 子 群 的 极 小 条 件 . 另 一 方面 (参看 Чарин[1]), 对 于 周 
期 可 解 群 而 言 ， 由 关于 正规 子 群 的 极 小 条 件 推 不 出 对 所 有 子 群 的 
极 小 条 件 . | 

关于 对 子 群 有 极 大 条 件 的 可 解 群 暂 时 只 得 到 不 那么 完善 的 结 
果 ， 研 究 这 些 群 的 有 Hirsch[1,2,4j] 和 Zappaf2，4]， 在 Маль- 
HeB[10] 中 证 明了 , Ра те, НЗ РМ ДАК 
件 可 得 对 所 有 子 群 的 极 大 条 件 ， 现 指出 下 面 结果 (Hirsch[1j). 

若 可 解 群 G 有 可 解 正 规 列 ， 其 所 有 因子 是 具有 有 限 生成 元 的 
阿 贝 尔 群 , 则 在 G 中 对 子 群 有 极 大 条 件 ， 反 之 ， 若 在 群 @ 中 对 子 群 
有 极 大 条 件 ， 则 此 群 的 所 有 可 解 正 规 列 的 所 有 有 因子 具有 限 生 成 
元 , 即 这 些 列 可 加 密 成 囊 簿 环 因 子 的 正规 列 . 

事实 上 , 设 群 G 的 可 解 列 

а=@>4а,>..>2@,.2@,=Е (4) 

的 每 一 个 因子 具有 有 限 生 成 元 . 首先 证 明 ，G 是 具有 限 生 成 元 的 
群 ， 这 个 结论 对 群 C。， :=G_ /下 是 对 的 . 若 对 ©; 已 证 其 生成 元 
个 数 的 有 限 性 , 则 对 G: 它 可 如 下 来 证 明 :在 商 群 G;_1/G; PRA 
限 生 成 元 系 并 在 组 成 此 系 的 每 一 关于 С, 的 陪 集中 各 取 一 个 代表 . 
所 得 的 有 限 元 素 系 与 G; 的 生成 元 系 合 在 一 起 生成 整个 群 G;-1. 
这 就 证 明了 ,所 有 群 G;, 其 中 也 有 б„=©, 具有 限 生 成 元 系 . 

这 时 若 品 是 群 G 的 任意 子 群 ， 则 UU 有 正规 列 , 其 因子 和 列 (4) 
的 那些 因子 中 的 子 群 同 构 ， 即 依 $ 20 又 都 是 具有 有 限 生 成 元 的 阿 
贝尔 群 . 由 之 得 在 群 G 的 任意 子 群 内 也 有 生成 元 个 数 的 有 限 性 ,再 
iH $ 53 中 所 说 过 的 得 到 : € 中 子 群 的 升 链 必 中 斯 ， 
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有 子 群 都 中 由 有 限 个 生成 元 生成 的 , 因而 这 些 子 群 的 商 群 , 寺中 也 
包括 任意 可 各 全 的 任意 因子 也 都 是 由 有 限 个 生成 元 生成 的 ， 因 
而 ， 这 些 因 子 中 每 一 个 都 具有 带 循环 因子 的 有 限 正规 列 ， 由 之 得 
定理 的 最 后 一 个 断 语 . 

这 个 结果 以 及 在 十 面 提 到 的 对 有 极 小 条 件 的 可 解 群 的 类 似 结 
果 指 明 ， 遥 过 对 群 的 可 解 列 的 因子 加 上 这 样 或 那样 限制 而 得 可 解 
群 的 一些 特殊 类 并 对 之 加 以 研究 是 非常 合情合理 的 . Bilan, Mans- 
HeBf 10] 得 到 一 系列 结果 ， 它 们 涉及 的 是 其 可 解 列 的 所 有 因子 都 


看 Смирнов[1]. 


8$ 60， 可 解 群 的 Ѕуіом П- 
Е n Dr REG Е n 分解 成 两 个 互 素 因数 的 乘积 ， 
n — Kl, (k, 0) — 1. 
用 И ЖЕЙТ М ЮЖ. 显然 群 G 的 任意 Sylow 
П-И ВДЕ k 的 因数 , BEDERT k HEG 可 能 根本 就 
不 含 k 阶 子 群 .我 们 将 在 下 面 看 到 ， 在 有 限 可 解 群 的 条 件 下 情况 
不 同 了 一 一 有 限 可 解 群 的 所 有 SylowIl- 子 人 群 都 有 阶 且 所 有 它 
Mika AAi, RNE T i Hal 定理 (参看 Ph. Hall 
[1]; 其 他 证 法 网 Zassenhausi 2 п Ore[ 9], Goheen[1]) 
Xe ž ARTE E Goin z ж я 5 
n= kt, (k, D —1, (1) 
Rp SEG CR UD риа. (М DEL) 
”再 叙述 Hall 的 一 个 定理 ， 先 引入 下 面 定义 . | 
设 I ЖАЗ BR EEG ИЙ n ВУЗЕ (不 一 定 是 所 有 的 ) 素 因数 的 
Ee., a Epi p AREG AJA Sylow р--{-} Р, K8 P, 
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rr 


hg Ss Ax LL PEREG Д) Sylowll-3 OG, Andi К A TE EUS 5 
Р,, P,,, ... , Py, 
де © Ж ҮТ TEE, 则 由 它们 上 生成 的 子 群 
{Р,, Рь, P, } 
EE E С ER I p АДЕ ЖК ра, Ро, n Pr НУ ПЕ DUEB И 

车 集合 工 起 由 群 G 的 阶 之 所 有 烷 因 数组 成 的 ， 则 群 G НУ 

SylowII- ЖИ Е РЕ x 4 Sylow X. 组 成 完全 Sylow 基 的 子 
合 在 一 起 生成 整个 群 ©, | 

REG 的 两 个 Sylow П-Ж 9, fn i, ШЕ Же), AUR (E Gp 
存在 一 个 元 素 , 用 它 去 变形 基 ©, 中 的 所 有 子 群 ， 便 把 它们 变 到 大 
,中 相应 的 子 群 上 去 . 

A I ЖШШЕ ЖАДЫ, 而 I 是 其 子 集 ， 是 由 工 中 所 有 好 
ВОЕН, ИЫ X xk A PRIE m 的 因数 ， 则 对 群 G 的 
Sylow П-& 这 一 术语 就 理解 力 它 的 Sylow ПЖ. = 

有 下 面 的 Ph. Hall[6]z я. | 

任意 有 限 可 解 群 具 有 完全 Sylow X EM A ix X6 X d ge 3X 
ie. 

我 们 将 从 一 些 更 一 般 的 定理 推出 Hall 的 这 两 个 定理 . ARD 
УЕ ЕЖЕ О. 依照 C. А. Чунихин, ЖК TES IT- 可 
7j, 如果 它 县 有 正 山 列 ， 其 每 一 因子 的 阶 最 多 有 只 能 用 开 中 的 一 
个 素数 整除 ， 特别, ЖОП 由 所 有 素数 组 成 RA EA 自由 现在 本 

1) 4p Ph. Ialif4] 和 Чүнихин(17] 指出 的 ， 赣 命题 业 成 立 ， 还 可 写成 下 面 形式 ; 
3i BUE б, 对 其 阶 的 所 有 使 (了 D 成 立 且 相 应 补 因 笋 I OCHO ЖИЫ в, RA k 
Yr TRE, 则 群 9 ТЯ 

ШИГЕ “н 于 下 而 的 Burnside 定理 ， 它 是 此 蔷 语 的 特殊 和 情况: 任意 有 限 
gr. 其 阶 只 含 两 个 不 同 的 素数 ， 是 可 解 的 ， 此 最 后 一 个 定理 的 证 明 使 用 的 方法 超出 本 


4575, В. 即 用 了 » 限 群 的 特征 标 理论 . 
2) Hall 还 证 明 下 面 的 这 命题 ; 车 有 限 群 有 完全 Sylow 基 . 则 它 是 可 解 的 。 
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G 之 阶 中 的 所 有 素数 组 成 ， 则 Г T SERE G 就 是 可 解 群 , 因为 它 上 其 
有 正规 列 , 它 的 所 有 因子 是 2- 群 ， 反 之 ， 任 意 可 解 群 在 这 样 选取 
IT 时 也 是 I- 可 离 群 ， 若 是 出 现 第 二 种 极端 情形 ， 当 并 只 有 一 个 
素数 组 成 , 则 任意 有 限 群 G 是 II- 可 离 的 ， 

由 $ 16 中 证 明 的 关于 子 群 的 定理 得 , II- 可 离 群 的 任意 子 群 都 
< TI- 可 离 的 . 

^ КНУ Чунйхин[4, 6 1239 

Б КАЖЕ -可 离 群 G 之 阶 的 因数 且 有 

2 — kl, (k, 0D) —1 
以 及 天 的 所 有 素 因 数 都 在 I 中 ， 则 G 具 有形 阶 子 群 ， 且 所 有 这 些 
子 群 在 @G фы о. 

若 集 合 吕 由 所 有 的 素数 组 成 , 则 这 个 定理 变 成 上 面 指出 的 第 
一 个 Hall 定理 , 而 当 П 由 一 个 素数 2 组 成 , 则 它 就 变 成 在 8 54 中 
证 过 的 Sylow 定理 的 基本 论断 . 

然而 , 我 们 将 证 明 一 个 更 一 般 的 Tonp6epr[3j] 定 理 

若 G 是 有 限 i- 可 离 群 ,而 I ZR ID 的 任意 子 集 ， 则 群 G 具 
有 Sylow II - X. #7 Җ ix 6 X d 3 5. 

车 集合 ПО fo pr В Ж 因数 组 成 且 П’=П, E 
理 就 变 成 上 述 第 二 个 Hall 定理 . 今 证 ， 由 它 也 可 推 得 GyYHHXHH 
ЖИ. | 

ж k = Чунихин 定理 中 所 指出 的 数 ， 如 果 IT Ж b BSBDH 
素 因 子 的 集合 , МИК Гольберг 定理 , 群 G 有 Sylow П'- Ж 6, Ж 
_ 6’ 中 所 有 子 群生 成 的 子 群 4 是 阶 的 ， 这 是 因为 ， 此 阶 显然 被 8 
整除 ， 而 子 群 4 中 任意 元 素 的 阶 是 的 因数 ， 若 是 现在 A, А; 为 
[~- 可 离 群 G 的 任意 两 个 k 阶 子 群 ， 则 它们 是 了 -可 离 的 (参看 
$16 中 关于 子 群 的 定理 ) 因 而 是 可 解 的 ， 上 面 已 经 说 过 ， 由 [oanp- 
берг 定理 可 得 第 二 个 Hall 定理 ,根据 它 可 知 РА, 和 А, SE 
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全 Sylow Ж ® 16; РЕС Р, 这 就 是 Sylow II'-35, (К Голь- 
берг Ж 146 3E88 89, 因而 由 它们 生成 的 子 群 4 和 4s 也 是 共 
BUB. 

Гольберг 定理 的 证 明 . Ae ЖЕНИ Е IR Er Пн Ж 
数 都 整除 有 限 QI- 可 离 群 G 的 阶 ， 并 对 群 的 阶 作 归 纳 法 来 证 明定 
理 . 设 子 集 I 由 系数 

Pi, Во, ***,Рь kl 

组 成 ， 若 *=1, 则 定理 的 所 有 结论 可 由 Sylow 定理 得 出 ， 故 可 设 
k1, 

ЕП 至 少 含有 两 个 素数 ， 因 此 依 问 -可 高 群 的 定义 知 在 G 
中 存在 非 平凡 正规 子 群 H, 它 在 G 中 的 指数 被 IE 中 不 多 于 一 个 未 
数 整 除 ， 若 这 个 指数 不 被 IE 中 任 一 素数 整除 , HAUS АН VT Е 
在 的 . ДЕН ВУ Sylow IT - 基 也 是 群 @G 的 Sylow II - 基 ， 另 一 方面 ， 
ДЕС 的 任意 Sylow IT -ELSE H th, 因 而 青 依 归纳 法 假设 知 
xx 26 ЖЕН vB ЛЕВЕ), 

АЕ BUT BE H YE G 中 的 指数 被 I 中 的 整除 ， 令 pf 和 
pf1 是 脐 序 出 现在 群 G 和 五 的 阶 中 21 RRR: 


æ% >Q 2>0. 
IARE Д Sylow IU -4 
| Pi, P2, ***,Рь, (2) 


其 中 Pi, i 二 2, 3, ---, k ЖО KSylow р,- FRE, їй Р, 有 阶 pt. ЖМ 
N(G) 和 NNW( 召 ) 表 示 子 群 (2) 在 集 论 意义 下 的 并 依次 在 G MAE H rp 
的 正规 化 子 . 因为 五 是 群 G 的 正规 子 群 而 群 五 的 所 有 SylowITl - 基 
(& Jp d, 故 这 些 正 规 化 子 顺序 在 G 和 在 五 中 的 指数 应 当 相 等 ; 设 
它们 被 рл, 2220, 整除 . 

交 Р, ПАСН) де МСН) йу Sylow 21- 子 群 ,因为 不 然 的 话 
Pi 也 就 不 是 五 中 的 Sylow p- PRE, 因此 ,这 个 交 的 阶 是 рп 77. dp 


234 FHU TRR 
EXP RRE NGH Sylow p- FR РЇ; 它 的 阶 ЖЕР”. AA 
Р; P!=P!P,, 
故 子 群 P,= PP? 是 Pi- 子 群 ， 其 阶 等 于 
2,71 +(&:— 8) - (a - = раа, 
即 这 是 群 G 的 一 个 Sylow p- FRE BUR, 因为 PP = РІР, i 一 2， 
3,…, b, 则 子 群 系 
| P, Pa, e, P, (3) 
ЕДЕ СВУ Sylow П’- Ж. 
今 设 在 G 中 给 了 两 个 Sylow П’-Ж, (3) 以 及 
Qu Qs 7, Q;. (4) 
交 P ПИФ, ПН 是 群 五 中 的 Sylow pi- 子 群 , 因此 , 易 证 
P ПН, Pa, Py; QOH, 9, ,Q, 
ЖЕН pg Sylow П'-Ж. ЖЕ GIEH pig, осн 
的 第 二 个 是 用 元 素 z 所 作 变 形变 到 第 一 个 的 ， 此 时 用 此 元 素 变形 
JE CA), 就 把 它 变 成 群 G 的 Sylow I1'-3& 


R,—a Qm, PP, (5) 
现在 剩 下 来 要 证 的 是 基 (3) 和 (5) 的 共 思 性, 
ix 
A—(P,P,:,Pj), В=\В,,Ро, ***,Р,}. 
由 | 
rz О.П. Н)х = Р, ПН 
得 


В,Г\Н=Р|[Г\Н, 
又 因为 P;,CH, i 一 2,3,…, 上 , 故 有 
ANH=BNH. 
把 此 交 记 作 H ; CE АВЕ BHEARTA, ВА, B} 的 
EHF S£, Sylow g,—fF ЕР, В, TELA, В} dk Su, НЕА 
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A—CH', P.) fUB—(H', В} ФЕ. 这样， 基 (5) 经 变形 可 转 戌 
群 4 中 的 某 个 Sylow IT- 基 , 而 且 这 个 基 , 在 4 是 群 G 的 真子 群 的 
条 件 下 , ХС. 
若是 4=G， 则 此 时 也 有 B= 二 G， 当 然 ， 这 种 情况 的 发 生 仅 当 
П'= П, НП жні GREP A R 8 ВХ Д а НЕ Н. 
м {=2,3, kp, 今 
А; = UP, P», ӨӨ, Р;_\, P. өө, Р,}, 
B,—-(R,,P,,--, P; Piave РЬ. 
由 上 面 证 过 的 知 子 群 4 fü В, 在 G actu, AREER С = 
B = В,Р,, KE Pi PARICE vs, 


XEP, (6) 
使 得 
2; D,z,-— A;. (7) 
今 证 , 对 任意 7,3—2,3, e, Е, jAi, 
zr. Piz; = Р}. (8^ 
事实 上 , f&(6) 
хт;'Р;жЄАР,,Р;}, 
而 依 (7) 


t€, Px,C A.,. 

因此 , EEF] Sylow- EX, 有 
Хх; Pj, iP; P ПА, =Р;, 
由 之 便 得 (8). 
元 素 

= LEa Eh 

把 基 (5) 变 到 基 (3)， RRE, 由 (6) 和 (8) 得 
®^!Р;ж=Р{, 1=2,3, +, Ё. 

33 — À Ш, 24 12,3, +, k (6)5И067)22Н 


236 第 十 四 章 М 
zr Rgam-—(xuypgex) E (aret D Ri (tretia) 
(М1) (жеш) ж Bili EiT) 
= (хр) A (EiT) 
= Á;. 
因此 x Riz 在 所 有 А, 12,3, 20, Ек, BIZE Pi 中 ,由 之 得 
x 'R;æ =P}. 
定理 证 完 . 
Ph. HaliLl 证 明了 正面 定理 . 
若 有 限 可 解 群 G 的 阶 有 形式 
n-kl, (k, D =1, 
则 群 G ЖЗ ЛА ЖК ЕЖ, СА ЕТФ. 
对 和 群 的 阶 作 归 纳 法 来 证 明 ， 设 在 群 G 中 给 一 子 群 , 其 阶 Eo Ж 
除 X， 在 G 中 取 非 平 几 正规 子 群 五 , 其 阶 n 写成 


n —kl, 
erh k U ЖКА k ML JHB 
Г <i (9) 
КІ G/H АМИ 
nok Г 
n k Г. 


UTE АН/Н 的 阶 整除 起, 因此 依 归纳 法 假设 , 子 群 АН/Н 含 在 


三 阶 子 群 РИН 中 ， 随 之 , 群 G 的 子 群情 有 阶 好 ， 而 由 (9) 它 异 于 


G， 再 用 一 次 归纳 假设 , АЕ Р Е, ЕЯ АСР НЕҢ 
阶 被 整除 , 我 们 使 得 子 群 4 含 在 阶 子 群 中 . 

分设 在 G 中 找 不 到 有 性 质 (9) 的 正规 子 群 Н, ВЕНЕ 
几 正 规 子 群 的 阶 都 被 ! 整除 ， 下 面 用 且 表 示 群 G 主 列 中 异 于 如 的 
万 小 项 ， 正 规 子 群 互 应 是 阿 贝 尔 群 ， 其 阶 是 素数 的 军 一 一 不 然 的 
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话 鼠 将 不 是 G 中 极 小 正规 子 群 ， 如 我 们 知道 的 ， 此 阶 被 ! 整除 ， 
因此 它 就 等 于 忆 
ВЕТ АН 的 阶 是 kol H (ko D =1. 其 次 ， 依 本 节 中 证 过 
的 Hall 定理 , RÉG A44 b EET RE В. AA 
(AH, В} = HB-—G, 


Ж 
АН Г\В = А 
= ko 阶 子 群 ， 应 用 同一 个 Hall жн, RAREN ГЕ АН, 我 
们 便 得 , FREA F A 3698 
тА х= А. 

此 时 xz Bz 就 古 含 子 群 A K ЁГЕ. 

ЖЕЕ. Xp П-р РЕНО ЛУДЕ E $35. 

НАПЕВУ x PEDE £3 TTI RA — ВЕТРОВЕ. 

ТЕ Ваег[25 | ftl Гольберг[2 ] 2g uk; T m Æ FR ARLE., 在 这 
学 文章 中 , У HR ШЕН НУ Hali 定理 被 推广 到 局 部 正规 和 局 部 可 解 
ВЕ. НЕНИЯ ле $ 55 中 所 陈述 的 方法 , 或 者 是 与 它 相 近 的 
ЛЕ. 

Казачков[1, 2] Sylow II--f- E 35 9g PE fj [8] A88 [8] НЕ 进 一 
些 ， 他 对 和 群 的 所 有 Sylow П- Е СНЕ Г) де dE Зву М: 
质证 明了 局 部 定理 , 然而 这 里 要 求 在 这 些 Sylow H- 子 群 里 至 少 有 
ХАВА ЕВЕ TER. ШАНИ, ЖАЗЕЛ ТАА 
有 限 的 共 罗 буіом П- FR, Make 2£ 65 Fr Sylow П- 5 2E ik н, 
XEM 

Schur 定理 . frd Rer mH Schur 定理 常 是 很 有 用 
的 (参看 Zassenhaus[2]). 

若 有 限 群 A4 和 BO 有 互 素 的 阶 ， 则 群 4 借 助 群 电 的 任意 扩张 都 
х. е] 98. 


和 

设 群 4 和 B 的 阶 依次 为 和 4, (Е, DD 二 1， 并 给 定 群 4 借助 群 
В 的 一 个 扩张 .需要 证 明 ， 群 G 有 阶 为 1 的 子 群 。 对 雍 作 归纳 法 
来 证 . 

Врх Ду а, Р 是 群 G 的 Sylow 9p- 子 群 ,入 是 它 在 
G 中 的 正规 化 子 ， Ш, SEG BS PER Sylow р- РА, 其 中 也 有 PP， 
ЯШ ЛЕ Ap, ZR NNA EN PERTH, HEEN pi 
СРО УМЕ тт NAAF А ФУН IS] "641 
都 寺 于 群 G 的 9ylowp- 子 群 的 个 数 . DG SE NP Rm ARAA 
的 正规 子 群 (Y 人 4)/7P. 应 用 归纳 假设 , 由 于 CN ПА) /Р 的 阶 小 于 
k, 可 在 群 N / P 中 找到 阶 为 7 的 子 群 HIP. 

用 2 表示 7- 群 PP 的 中 心 ; 由 $54 我 们 知道 ， 它 异 于 五 ， 群 
H/Z 含有 指数 为 ! WERTE P/Z.. AA P/Z ЕЛА Е, 再 用 
一 次 归纳 假 这 , SU HERE Н/Ж 中 可 得 一 个 阶 为 了 的 子 群 F/Z, 

再 用 归纳 假设 已 不 可 能 了 ， 因 为 原 给 的 群 4 本 身 可 能 是 阿 册 
AR 2- 群 。 因 此 我 们 来 利用 § 48 中 结果 ， 阿 贝 尔 2- 群 各 借助 ! Br 
BE F/Z 的 扩张 下 可 由 某 个 因子 系 т, 和 一 个 自 间 构 系 给 出 ， 令 

Св П Wap. 


аЕР/Е 
ДЕ $ 48 (nij S C2) АУРУ 是 固 定 的 ， 令 wx 变动 而 把 其 左 
侧 和 右 侧 分 别 相 滋 起 来 ， 由 于 群 么 的 交换 性 , 便 得 等 式 
тір, , = Сз »С,С8; (10) 
这 里 应 注意 到 , 2038 af Ба — EN SERE FZ, 
ДЕ ЖА HOT. НС, 0) —1, KAR l , tE 

[Г z1 (mod k’). 
取 等 式 (10) 两 侧 的 ! 次 方 , 再 注意 到 和 群 么 的 交换 性 便 得 
| mp,y = (сь, ) ^c, Cop )". 


EEM S 48 中 的 等 式 (8) 比 较 ， 我 们 得 到 E ZAD К РЗ 
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单位 因子 的 扩张 ， 亦 即 是 可 裂 的 (参看 5 52)， 这 就 证 明了 ， 子 和 群 
F, 因而 群 G 本 身 , RA 阶 子 群 . 定理 证 完 ， 

Schur 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 当 群 8 是 可 解 时 , 也 可 由 Hy- 
нихин 定理 导出 一 一 因为 者 令 TERR BE ВЮ Е 之 所 有 素 因 数 
的 集合 ， 则 此 时 群 G 是 II- 可 离 的 .并且 还 可 得 到 ， 群 G 中 所 有 ! 
Mr 34k 363536. Zassenhaus[2] ÆRE A 是 可 解 的 条 件 下 也 证 明 
了 这 些 子 群 的 共 斩 性 ， 在 一 般 情 况 下 这 个 论断 的 正确 性 暂时 还 没 
有 解决 "(参看 补充 . 18. 2. ). 
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АН BR Bn] FE 3E № 65, 如 果 它 不 包含 寞 于 召 的 可 解 正规 子 群 . 因 
Jg f£ 3& RREA ЯР E B pel DI РЕ EE — ВРАНА £8] 
BUB BU AEXEER, ИР BE RI ELA М HA SERT EG 
ГД ZR GE BUL-FP- ERR) ЖЕ. 

Fitting[6j 证 明了 下 面 定 理 . 

任意 有 限 群 G 都 是 可 解 群 借助 半 单 群 的 扩张 . 

事实 上 ， 设 在 群 G 中 给 出 可 解 正规 子 群 4 和 B.。， 此 时 它们 的 
积 AB 也 是 可 解 正规 子 群 ， 这 是 因为 ,在 

AB/A~B/(ANMB) 

中 右 侧 是 可 解 群 , 因而 群 АВ, 作为 可 解 群 4 借助 可 解 群 4B/4 的 
扩张 , 它 本 身 也 是 可 解 的 (参看 $ 57). | 

依 条 件 . 群 G 是 有 限 的 , 故 它 有 极 大 可 解 正 规 子 群 H, нЕт 
证 过 的 可 得 它 的 唯一 性 ， 商 群 G/ 囊 已 是 半 单 的 了 ,这 是 因为 ,车 
НЕА Л. RETE Р/Н, ДИЕ СНУ СЕНЕ Р, EA 
解 群 借助 可 解 群 的 扩张 ,也 将 是 可 解 的 , 这 和 五 的 极 大 性 矛盾 . 


1) 在 准备 第 三 版 这 段 时 间 中 这 个 问题 也 得 到 解决 了 ( 参 丰 补充 篇 前 的 序言 ). 
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ERIE. XX B XE S, WA ACA BETE BE Е 0 
Е АЈ, 并 且 , "T AERE А ЕВЕ АЕ B BU n КЕД А 为 它 极 
大 的 可 解 正 规 子 群 ， 这样 如 果 令 群 4 历 遍 一 切 有 限 可 解 群 而 令 群 
B 历 遍 一 切 有 限 半 单 群 并 取 4 人 和 借助 召 的 所 有 不 等 价 的 扩张 ， 则 我 
们 就 得 到 所 有 的 有 限 群 ,并且 每 个 只 取 一 次 . 

在 Fitting[6j] 中 指出 ， 有 限 半 单 群 的 刻 划 可 以 完全 归结 为 对 
非 冯 换 单 群 以 它们 的 自 间 构 群 的 刻 划 . Tonb6epr[1J 把 Fitting 
的 结果 推 到 无 限 情 形 ， 但 需 对 半 单 群 的 定义 作 某 些 变动 。 我 们 将 
只 限于 有 限 半 单 群 的 情况 , 亦 即 介绍 Fitting 的 结果 . 

J5275 £t 5) —" BE2S, CERE TOES PA НТУ. 我 们 此 
I BEAIN B E BE AUG ВЕНУ, 此 外 , 还 容许 带 有 任意 算 子 系 ， 

群 G 叫 作 完 全 可 约 的 ,如果 它 可 分 解 成 有 限 个 单 群 (在 有 个 寺 
情形 , 指 关 于 给 定 算 子 系 的 单 群 ) 的 直 积 . 

任意 完全 可 约 群 都 有 主 列 ， 

这 是 因为 , ERE 


G= A, x А„х +++ ХА, .. (1) 
是 完全 可 约 而 4; НА, 则 列 
ECAC(AX A5) C: CG 

是 此 群 的 主 ( 还 是 合成 ) 列 . 

这 样 对 于 完全 可 约 群 可 以 使 用 Шмидт 定理 (8 47), 因而 完全 
可 约 群 的 形 如 (1) 的 任 二 直 分 解 必 中 心 同 构 ， 若 是 除 此 之 外 , ШЕ С 
还 没有 中 心 , 这 利 假 设 分 解 (1) 中 的 所 有 下 因子 4, t=1, 2 
都 不 可 交换 ?是 一 样 的 , 则 G@G 有 上 共有 唯一 的 形 如 (1) 的 直 分 解 

完全 可 约 群 G 的 任意 (容许 ) 正 规 子 群 再 本 身 也 是 完全 可 约 的 
а Жж (Сей з, | 

先 证 明 第 二 个 论断 ， 若 (1) 是 群 G 分 解 成 单 群 直 积 的 一 个 分 
解 式 , ПЕСН А, 将 称 为 第 一 种 因子 ， 如 果 它 含 在 正规 和子 群 和 
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A X XA 的 乘积 中 , 不 然 的 话 ， 就 称 它 为 第 二 种 因子 . 车 A 
是 第 二 种 因子 ， 则 它 与 子 群 BCA1Xx… x 4i-1) 组 成 直 积 ; 这 是 因 
为 , 由 因子 А; 的 单 性 , 在 此 时 将 有 : РТ E, 现 
在 容易 看 清 , 子 群 妞 和 (1) 中 所 有 第 二 种 因子 组 成 下 积 ,上 且 它 与 G 
相等 , 因为 在 其 中 也 包含 (1) 中 所 有 第 一 种 因子 . 

这 就 使 我 们 得 到 群 G 的 一 个 直 分 解 ， 在 其 中 正规 子 群 了 是 一 
个 直 因 子 ， 为 了 证 明定 理 的 第 一 个 断 语 ， 把 这 个 直 分 解 中 的 召 换 
成 它 的 一 个 不 可 分 解 群 的 直 积分 解 式 ， 这 样 就 得 到 此 直 分 解 的 一 
个 接续 ， 此 接续 与 分 解 (1) 是 中 心 同 构 的 ， 由 之 便 得 , 群 B 本 身 可 
分 解 成 单 群 的 直 积 ， 定 理 证 完 . 

有 限 完 全 可 约 群 б, 若 没 有 中 心 , 必 是 半 单 的 . 

这 是 因为 , 若是 群 G 有 个 可 解 正规 子 群 В, 则 依 上 面 定理 它 是 
完全 可 约 的 , 因而 是 阿 贝尔 群 ， 此 外 , 它 还 是 群 G 的 直 因子 ， 但 这 
是 мВ: ERJ, B 23g а 55 PÒ, 

A ЕЖА утят eS xEAGTPÀIEXLCBSPRAGN 
B, 则 它们 的 乘积 4 五 也 是 完全 可 约 的 且 没 有 中 心 . 

事实 上 ,车 


р=АПВ, 
jJ D 是 G rp, 也 是 4 中 的 正规 子 群 , 因此 由 群 和 4 的 完全 可 约 性 有 
a А=рхА'. | (2) 
用 群 G 的 任意 元 素 9 变形 这 个 等 式 , 得 
А=рх (97'А'9) (3) 


由 $ 42 中 的 一 个 引 理 ， 等 式 (2) 和 (3) 说 明子 群 4 和 9g "Mg ЕА 
中 是 中 心 同 构 的 , 又 因为 群 4 没有 中 心 , Ж 

4 —9g | A'g. 
六 就 证 明了 ，4 ENEG HEMT, HAER RTI DE d 
因为 
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— (D, А’, B) — {4', B) 
以 及 
А'Г\В=Е, 
则 有 
AB —A' x B, 
由 之 得 群 AB 也 是 完全 可 约 的 和 没有 中 心 . 

由 此 定理 得 ， 任 意 有 限 群 有 唯一 极 大 完全 可 约 而 没有 中 心 的 
正规 子 群 ， 可 以 想象 的 ,在 一 般 情 况 这 个 正规 子 群 可 能 和 五 重合 . 
BH PHRI, 

GQ 是 异 于 及 的 有 限 半 单 群 ， 则 它 的 极 大 完全 可 约 正 规 子 群 
H —— dà G 的 半 单 性 , 它 没 有 中 心 一 一 也 是 出 于 如 的 . 

先 证 下 面 引 理 : 

有 限 半 单 群 G 的 住 意 正规 子 群 4 也 是 半音 的 ， 

事实 上 , 不 然 的 话 , RARA TE RAKS EER R H, 
它 作 为 和 群 4 的 特征 子 群 也 是 群 G 的 正规 子 群 ， LARGEST E 
лє” ai. 

现在 转 来 证 明定 理 , 对 群 G 的 阶 作 归纳 法 ， 事实 上 , EGE 
一 切 异 于 妇 的 有 限 半 单 群 中 有 最 小 阶 者 , 则 由 上 面 引 理 它 是 单 群 ， 
因而 与 自己 极 大 完全 可 约 正规 子 群 重合 . 

下 面 认 定 对 所 有 甚 阶 小 于 G 的 阶 ， 且 异 于 五 的 有 限 半 单 群 定 
理 成 立 ， 若 群 G 是 单 的 , 则 和 上 面 的 想法 一 样 可 证 定理 是 对 的 . 否 
则 G 有 韭 平 几 正 规 子 群 АБН, РЕВ, ЧУЕ 
半 单 的 .由 归纳 假设 群 4 有 腊 于 五 的 极 大 完全 可 约 正规 子 群 В, ТЕ 
为 群 4 的 特征 子 群 , HUE B ERG ERTA, АӨ HH TERI 

完全 可 约 正规 子 群 , ПАВ, E ЖЕНЕР. 

还 能 证 明 更 多 一 些 : ZG 是 异 于 召 的 有 限 半 单 群 , 则 其 极 大 完 
全 可 约 正规 子 群 卫 的 中 心 化 子 C 等 于 万. 
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事实 上 ，C 是 G 的 正规 子 群 (参看 $11)， 因 而 依 3| 理 是 半 单 

的 ， 此 外 , 有 CN 五 = ,因为 此 交集 是 群 五 的 中 心 ; 随 之 
(C, HY -CxH. 

ЖО УТ E, 则 依 前 面 定 理 , 它 的 极 大 完全 可 约 正 规 子 群 H' 也 是 
ЖР E. 但 由 之 得 群 G 有 完全 可 约 正规 子 群 玉 ' x Н, 不 含 在 正规 
FRH h, 这 与 后 者 的 极 大 性 相 了 矛盾 ， 因 此 , С=Е, 这 也 就 是 要 证 

在 这 些 预 备 性 讨论 之 后 我 们 可 以 转 来 记 划 半 单 群 ， 设 G 是 任 
意 有 限 半 单 群 , 五 是 它 极 大 完全 可 约 正规 子 群 , ГЕНЫ НЫ 
群 ， 因 为 群 豆 没有 中 心 ， 则 它 同 构 于 自己 的 内 自 同 构 和 群 而 因 之 可 
以 认定 , S HA АГ, 

用 群 G 的 任 一 元 素 z 变形 群 Н, 38416 SERE А) А B ISTIS 
о. REGART Я с>, НЕНИЯ, DES H EG 中 
yu Е. Bb, SEG FI 3S TF SED 3 — FPE, E BOUT 
Tf X SR 8, Н, 

反 过 来 ， 设 五 是 任意 无 中 心 的 完全 可 约 群 ， 志 是 它 的 上 自 同 构 
BE, 若是 把 群 鼠 和 它 的 内 自 同 构 群 等 同 起 来 , "ИАН ВАЗЕ Г 
中 , 且 是 十 的 正规 子 群 。 其 次 设 在 群 三 中 给 一 任意 含 卫 的 子 群 . 此 
时 机 是 半 单 子 群 , 而 如 是 它 的 极 大 完全 可 约 正 规 子 群 . 

事实 上 ， 设 群 二 的 元 素 ? 作为 群 鼠 的 自 同 构 必 和 此 第 的 任意 
内 自 同 构 可 换 , 即 当 z, y ТТ НЫН 

y (zy)y— (у !ху)үу =y) (xy) YY). 
由 之 有 
(zy)Eg Gy) = lyar) ar). 
由 于 元 素 ry Ыал Жн Е О H, Кс yar) RTR Н 
的 中 心 , JZRBILSE-E E, Н 7 МТЕЖ УСН, 
у= уү 
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这 样 , 自 同 构 ? 是 恒 等 自 同 构 ， 因 此 子 群 五 在 群 Г 的 中 心 化 子 等 
T E, | 

АКАР ЕЛЕН ШВ НПК EH pH 
ЧЕН ГЕ, ШШЩ Hn АЦЕ Кр 8， 因 此 群 了 的 正 
ВЕРДЕН ЖК АН НЯН, НК ESI REH ЕЕ Г Ч МЕ 
内 , 依 上 面 证 过 的 知 它 等 于 B， 这 就 证 明了 群 五 的 半 单 性 . 

最 后 ， 若 如 包含 在 群 了 的 一 个 较 大 的 完全 可 约 正规 子 群 也 
内 , 则 我 们 知道 正规 子 群 五 是 完全 可 约 群 豆 的 一 个 直 因 子 

H=HXxH*. 

子 群 Н* 随 之 必 含 在 子 群 五 在 群 矿 的 中 心 化 子 内 , 因而 等 于 E, H 
之 互 = 互 ,， 这 就 证 明了 定理 的 最 后 一 个 结论 . 

对 五 和 个 作 和 前 一 定理 同样 的 假设 , 可 以 证 明 , # Р, № Р, 是 
ЖЊЖГФеЕН аЛа 3 B dk 6] 19, MENAT PHA g. | 

ТИ Е НО ЕВЕ, ТО Е А noci 
之 相应 的 内 自 同 构 等 同 起 米 ， 由 群 瑟 的 元 业 x 所 确定 的 内 自 同 构 
记 作 友 , 而 群 瑟 的 整个 内 自 同 构 群 记 作 H. xit, A ERLT HER 
子 群 . 

其 次 用 三 ЖЕН НЫЕ, HERH Яп H 的 同 构 对 应 易 
f BEC f D 的 同 构 对 应 : Y€D, 则 元 素 ? 对 应 群 到 的 元 素 v? 
使 得 对 任意 xzEH 有 


zy' 一 2 . (4) 
今 证 , 对 任意 РЕГ 有 
y'—y, (5) 
KP Y 是 群 的 一 个 自 同 构 ， 它 是 当 把 五 作为 群 矿 的 正规 子 群 
由 元 素 7” 确定 的 变形 诱导 出 来 的 . 
事实 上 , 对 于 任意 EH 有 | 
yv £y) = [х7 (yp Da]y = (ху) !g(xy), 
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jh Bp] 
y !Izy—zy. 
由 之 利用 (4) 得 
£y =y у = 
又 因为 是 中 任意 元 素 , 故 等 式 (5) 红 和 修 证 明了 .用 pg 表示 这 
个 同 构 对 应 vy, В уф у= р". 
这 样 , 在 定理 的 叙述 中 所 说 到 的 子 群 了 和 ,包含 子 群 如 ,并 
且 依 前 一 个 定理 , H 在 这 些 子 群 中 的 每 一 个 内 都 是 极 大 完全 可 约 
EE 规 子 群 。 由 之 便 得 ， 依 假设 而 存在 的 那个 子 群 К, AT F Е 
的 同 构 对 应 0 诱导 出 子 群 Н 的 一 个 自 同 构 y, 即 对 所 有 #Є 有 
z0= zy. (6) 
显然 ,了 ДЕНЕГ НИЕ. 
用 Ё, ЯП Р, 表示 在 同 构 对 应 mw 下 子 群 丸和 到 НУ. Я 
h —fiü 
ж F, Е, 之 间 的 同 构 对 应 . 我 们 知道 , 访 ЕН 的 下 面 这 个 自 
[н] №): Е 
> яр, ЕН (7) 
同样 地 , f19 是 自 同 构 | 
й——>(],0)!#(},0), ЄН 
因为 £y-x0 随同 3 ДНЕ Н, ARAF), 故 可 得 
жу=Ө——>(]\0)!(#0)0],0)=(}ү!®}],)@ 
=(/г'#])У. 
НСТ H BS B ISI y foy 也 把 元 素 ту 映 到 元 素 (f7'3f1)》: 
(ry)Cy foy) = 207.7) = Gizf)y. 
这 就 证 明了 , 对 所 有 ЕР, 有 等 式 


-一 一- -一 一- 
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КИПЕ ВА Т, FRF, ЯР, ERE ГОО ЕНЕ, 而 这 就 是 要 证 明 

我 们 证 明了 的 这 些 定理 引出 下 面 结 有 果 . 

我 们 将 能 得 所 有 的 有 限 半 单 群 , 并且 每 个 只 取 一 次 , 如 果 

1) 我 们 取出 所 有 无 中 心 的 有 限 完全 可 约 群 ; 

2) 把 每 一 个 无 中 心 的 完全 Т RH do 93 B IS] EE SE e] Ae Ж 
而 内 入 到 其 自 同 构 群 / P; 

3) 把 群 的 所 有 全 及 的 子 群 刘 分 成 共 罗 子 群 系 ; 

4) 在 每 一 个 这 样 的 系 中 取出 一 个 代表 来 . 

这 样 我 们 就 把 对 于 有 限 半 单 群 的 刻 划 归结 到 对 无 中 心 的 有 限 
完全 可 约 群 及 其 自 同 构 群 的 刻 划 ， 上 面 已 证 过 ， 对 完全 可 约 无 中 
心 的 群 的 刻 划 可 和 完全 地 归结 为 对 单 群 的 刻 划 ， 在 Fitting[6]( 参 
看 Tonp6epr[1) 中 已 证 明 , 若 给 定 无 中 心 的 完全 可 约 群 

G = A,X AX +++ X An, 
其 中 所 有 А; 都 是 单 群 , MEE G i5 B АЛЕ Нс e HKE 
用 群 41, ---, An 的 自 同 构 群 构造 出 来 

但 是 , 应 当 着 重 指出 , 描述 所 有 非 交 换 单 群 的 问题 是 非常 困难 
的 且 距 离 完 成 是 非常 远 的 ， 在 $9 中 我 们 介绍 了 这 类 群 的 一 个 无 
RRI, 即 是 当 n2-s HRA АЕ. 现在 已 知 一 些 业 似 的 
系列 , ЕЕ АЯ РУРК Е АЖ”. 

到 现在 为 目 已 找到 的 所 有 非 交 换 有 限 单 群 都 有 偶数 阶 ， 是 否 
存在 阶 为 奇 复 合 数 的 有 限 单 群 的 问题 ,这 也 束 是 著名 的 Burnside 
问题 . 因为 所 有 奇数 阶 群 的 所 有 合成 因子 也 是 奇数 阶 的 , 故 如 8$57 
中 曾 指出 过 的 , 这 个 回 题 等 价 下 述 问 题 : 是 否 奇 数 阶 的 有 限 群 都 是 
可 解 的 ?现在 已 知 的 是 (Frobenius, Burnside, В. К. Туркин): 以 


1) 在 准备 第 三 版 这 段 时 间 , 这 个 问题 得 到 重要 的 推进 . 
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不 超过 七 个 素 因数 组 成 的 奇数 为 阶 的 有 限 群 确 是 可 解 的 )， 

ME A жнь z (ЕЖ Е А Frobenius ft Burnside), 
它们 把 有 限 群 (但 不 一 定 是 奇数 阶 ) 的 非 单 问题 与 此 群 的 阶 的 性 质 
以 及 此 群 的 一 些 其 他 性 质 联 系 在 一 起 ， 这 其 中 某 些 定理 的 证 明 需 
要 利用 群 的 表示 和 特征 标 理论 , 因此 不 能 在 本 书 中 介绍 ， 

有 限 群 ,其 阶 只 全 不 多 于 号 个 不 同 素 数 的 窗 , 必 晨 可 解 的 . 

有 限 群 ,其 阶 不 被 任 一 素数 的 平方 整除 , 必 龙 可 解 的 . 

若 一 个 有 限 群 的 某 个 共 示 元 索 系 所 会 元 素 个 数 是 素数 的 从， 
则 此 群 不 是 单 的 . | 

若 一 个 有 限 群 的 某 个 Sylow 28- 子 群 含 在 其 正规 化 子 的 中 心 
内 ， 则 此 群 不 是 单 的 . 

若 有 限 群 G 有 个 真子 群 4， 它 与 自己 的 正规 化 子 重 合并 和 与 
之 共 辑 的 每 一 个 子 群 的 交集 等 于 五 , 则 群 G 不 能 是 单 的 ， 

上 上述 这 些 定 理 有 许 计 多 多 的 推广 ， 还 有 这 种 类 型 的 许多 其 他 
定理 . 一 系列 类 似 的 “ 非 单 性 的 判定 条 件 " 发 表 在 , 例如 В. К. Typ- 
KHH,À. А. Кулаков, С. А. Чунихин,А. П. Дицман, П. E. Дюбюк 
等 人 的 论文 中 . 


1) 上 面 已 说 过 , 在 准备 第 三 版 这 段 时 间 ， 这 个 问题 已 得 到 解决 (参看 补充 篇 的 序 
). 


Tür 


Ят Ж 零 群 
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=Й ЛЕ КНУ Г, НАЛ ЛКЕН 
为 数 不 多 的 较 深 入 性 质 可 扩展 到 可 解 群 上 ， 从 这 个 角度 来 看 更 有 
兴趣 的 是 介 于 阿 贝 尔 群 和 可 解 群 之 间 的 一 个 群 类 . 本章 就 是 研究 
此 类 和 群 以 及 它 的 推广 . 

设 在 群 G 中 给 定 一 不 变 列 

E = АСА, САС СА; С: СА, = @. (1) 
称 此 列 古 中 $ 列 ， Ap 24 t =0, 1, +, п — 1 时 商 群 А;+1/ A; LE B RE 
СГА, 的 中 心 内 ; 换言之 ， 如 果 相 互 换 位 子 群 [4,1+1, GI( 参 看 8 14) 
在 4; 中 ， mE 
[Ann GEA,, #=0, 1, .7 一 1. (2) 
我 们 指出 ， 列 (1) 的 不 变性 其 实 是 可 以 不 必要 求 的 , 因为 由 (2) 得 ， 
对 所 有 的 ;有 包含 关系 
[4,, GEA4,, 
ХИ И А, 在 G 中 是 正规 的 . 

至 少 具有 一 个 中 心 列 的 群 G 称 之 为 壬 零 的 . 显然 , 所 有 阿 贝 尔 
群 是 寡 零 的 ， 另 一 方面 , 任意 寡 零 群 是 可 解 的 , 因为 中 心 列 当然 更 
是 可 解 列 . 

这 三 类 群 在 有 限 的 情形 也 已 经 是 彼此 互 异 的 .事实 上 ， 存 在 
有 无 中 心 的 可 解 群 , 例如 З 次 对 称 群 就 是 , 然而 军 零 群 的 中 心包 含 
中 心 列 (1) 中 的 子 群 41, НЕЕ. И, 在 下 面 我 
们 将 看 到 , 任意 有 限 -PEA AE B, 但 不 一 定 是 癌 贝 尔 的 ， 

жж & TAa ARRA ЖОЖ о}. 

ЧЕЗ: E. РЕЛЕ НЯ ЕЕ 4 RAFEH. HRS 
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B,= А, ПН, i=0, 1, =, n, (3) 
ИНН (2) $ =0, 1, =, в—1 时 有 
ГВ... Н]ЕГА,., C] AHSA П Н = В,. 
як, исо Ен ата ANDA 
另 一 方面 , wA ВЯ CO у Ж 2E REG SURE G Бї 
ІА] АЛУ Ф. " А, Е Т TR А. 03, 1= 0, 1, 
‚п. ма, Mg NUT Asa 和 G 中 的 元 素 , 1-0, 1, m, Ш 
x+ 和 9 是 mi 与 了 在 同 态 对 应 2 下 在 45 和 @C — 
G;.1p—üd;., 9ф=9. 
因为 , (2), 
[а;+, #1ССА;, 
DU | 
Га; +, 9] = [4;+, 919 C A;. 
随 之 去 掉 重复 的 之 后 子 群 А, 00, 1, n, 组 成 群 G 的 中 心 列 . 
ЖИЛЖХЯМАЖАЖЖЫ. 
事实 上 , 设 
То, 
k-1 | 
上 且 所 有 群 G, 都 是 填 零 的 ， 从 这 些 群 中 各 选 出 一 个 中 心 列 , ПЯ 
X, 我 们 允许 列 有 重复 项 , 这 样 可 认定 这 些 列 的 长 相等 ， 设 


B= Ао СЕАНСЕ. E AE EAS = б, 


是 群 Ga k51, 2, s о. ШН 
В, ПЕ j—0,1,-,m 


WE ZH px BE G Bg poo s. 
xmi РНИИ DERT, B 
为 ,不然 的 话 , ИТИН НЕЕ ДЕА В Г. 


E _ ЖИ м s 
在 $14 中 普 定 义 了 任意 群 的 下 中 心 链 的 概念 ; 这 就 是 子 群 链 
CC 一 CD 一 CC 一 …， 
其 中 
G,.,,—[G,,G], Ё=0,1,2,+. 
Aie Bv yl COME 9 中 构造 此 链 ， 依 (2) 
G,—-[G,G]-—[A,, G] C A... 
设 已 证 得 Gi 所 4,_;， 此 时 
G= lG, GICEA,, G]CC A, 
由 之 得 
О.С Ag E, 
Вр G,— E. 
这 就 证 明了 , ERER Р К ob {ЕЛЕЕ ЕЛЕ Е Е, Вр 
是 变 成 下 中 心 列 , 且 此 列 的 长 度 不 大 于 此 群 的 任意 中 心 列 的 长 度 . 
显然 , 下 中 心 列 满足 上 面 给 出 的 中 心 列 的 定义 , 因而 具有 有 限 的 下 
中 心 列 可 以 作为 宕 零 群 的 一 个 定义 . 
”在 任意 群 G 中 还 可 以 构造 上 中 心 链 : 这 就 是 这 样 的 子 群 叙 列 
Е= СС С +С Се, 
其 中 Zi 是 群 G 的 中 心 , 2Z2/24 ERE 9/2, 的 中 心 , 一 般 地 , 2151/2 
ЖЕ 4/2, 的 中 心 ， 易 见 , 此 链 是 由 特征 子 群 组 成 的 , 可 能 会 超 限 
地 继续 下 去 , 并 且 此 链 虽 终 将 稳定 下 来 , 但 不 一 定 达 到 群 G 上 . 
今 在 具 中 心 列 (1) 的 军 零 群 G 中 构造 上 中 心 链 ， 因 为 依 (2)， 
[41, G] - E, lk 41 己 Z1， 设 已 证 AGSZ, ШЕК (2) 
[Ar GIC A,CC 2, 
这 说 明 在 群 G 到 商 群 G/2 Ett ААА AES ERE А. 被 映 人 
此 商 群 的 中 心 内 , 因而 Ana Zia. Ш> 
А, = OC Zw 
Не Z,— G. 
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这 就 证 明了 , EREE H Ero SERE TRIP ALAS ДЕ, 
即 是 恋 成 上 中 心 列 ， 并 且 此 列 之 长 度 不 超过 此 群 任意 中 心 列 的 长 
Ж. 这 样 具有 有 限 上 中 心 列 也 可 作为 寡 零 群 的 定义 ， 

由 上 面 说 过 的 可 得 ， 在 轮 零 群 中 下 中 心 列 和 上 中 心 列 有 相同 
的 长 度 , 都 等 于 群 的 中 心 列 的 最 小 长 度 ， 此 长 度 叫 作 靠 零 群 的 类 . 
例如 ，1 类 和 之 零 群 就 是 阿 贝尔 群 ， 2 类 需 零 群 是 非 交换 的 亚 阿 贝尔 
群 . 

设 G 是 其 类 不 超过 上 的 军 零 群 。 这 时 此 群 的 下 中 心 列 的 第 8 
项 G, Е. 换言之 , {ЕЙ Ө 中 恒 等 地 满足 关系 式 

[…[[z 22], 23], 2,41] 1. 
因此 依 $ 37, 群 G 是 相应 此 恒 等 关 系 的 某 个 导出 自由 群 的 商 群 . 易 
见 , 此 导出 自由 群 就 是 自由 群 卫 关于 其 下 中 心 链 中 第 有 项 Р, 的 商 
Ё. 

商 群 Р/Р, Ж} КОЕ R S HERE., REF 
的 自由 生成 元 的 个 数 叫 作 群 Р/Р, ВО. НЕ $ 37 中 证 明 的 Baer 
定理 , 这 个 秩 是 此 群 的 不 变量 . 

这 样 ， 其 类 不 超过 万 的 住 意 一 个 天 需 群 是 某 一 龙 类 自由 血 才 
HAAR ЖАА пл ЖАЖА пва ЖЫ, 
M = 时 这 就 是 我 们 已 知道 的 定理 : 任意 阿 贝尔 群 是 自由 阿 贝尔 
RERO RIRE. 

Maxpreaf9] 中 证 明了 关于 自由 寡 零 群 的 自 同 构 的 一 些 定理 ， 
Æ Головин] 2-5 | 5| ЛЕТ k ERER, k=l, 2, …. 这 
ВЕРЖИ, Жена 
贝尔 群 或 者 自由 积 之 对 于 自由 群 一 样 ， 直 积 和 自由 积 的 一 系列 性 
质 也 对 每 零 积 证 明了 ; 例如 , 把 这 个 构造 看 作 群 集 上 的 运算 , 它 是 
结合 的 .JIanmaa[8] 中 给 出 了 另 一 个 有 此 性 质 的 构造 例子 . 

有 限 符 零 群 。 现 在 我 们 给 出 种 零 群 的 一 系 性 质 ， 在 有 限 富 零 
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群 的 情形 它们 与 其 定义 等 价 . 
壬 零 群 的 任 一 子 群 可 以 出 现在 此 群 的 一 个 正规 列 中 ， 即 它 是 
可 届 子 群 . 
事实 上 , О ЕЕ 
E=ACACACCA,—=G 
EUH rob», Н ICREG BE T AE. MEA 1, < п, 使 得 
ASH, АН. 
[H f& (2), А+, НЕЖНИ ЧЕЛ Ми РЕ А; 中 , 即 
БОЛЕН. DNUL-PREHAEREG PERTH ЖЯ Anas ВЕ 
СЯН. РЕН, 仍 异 于 С, 则 由 于 同样 原因 它 的 正规 化 子 
Н, Ф Н, 严格 地 大 , 并 且 它 无 论 如 何 总 含有 半 群 Aso. KEE 
续 下 去 , 最 多 不 过 1n-i 步 便 可 达到 群 С. FR 
ECHCH,CH;C--cG 


[8 2H EX RE G Ну ЛЕ ЭУ], 
WERZA РЕЛЕ РЕ ЕЕ ЕН) Е МХ, д ГЕЛЬ 
解决 的 问题 . 


由 证 得 的 定理 可 得 , 雪夫 群 的 住 意 真 子 群 异 于 其 正规 化 子 .对 
有 具有 此 最 后 一 性 质 的 群 说 是 在 其 中 有 正规 化 子 条 件 . 

若 在 群 G 中 有 正规 化 子 条 件 ， 则 对 任意 素数 了 此 群 的 任意 
Sylow 2- 子 群 是 @ 中 的 正规 子 群 . 

事实 上 , dE $54 中 证 过 Sylow 子 群 的 正规 化 子 与 它 自 己 的 
正规 化 子 重合 .因而 在 我 们 这 种 情形 Sylow 子 群 的 正规 化 子 将 
和 整个 群 G 重 合 , 即 是 所 有 Sylow TREG 中 是 正规 的 . 

这 样 , НЕ $ 54, 有 正规 化 子 条 件 的 群 @ 中 关于 每 一 素数 卫 都 
有 唯一 Sylow 2p- 子 群 ， 对 所 用 取出 的 这 些 Sylow 子 群 在 G Ф 
组 成 直 积 ， 它 包含 且 仅 包含 群 @G 中 有 限 阶 元 素 。 一 一 因为 我 们 知 
道 , 任意 有 限 循 环 群 可 分 解 成 准 素 循 环 群 的 下 和 . 
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2- 群 的 直 积 . 
逆 命 题 也 是 成 立 的 , 而 这 使 得 有 限 需 零 群 , 或 者 像 过 去 叫 作 的 
有 限 特殊 群 特别 有 趣味 . 


可 分 解 成 也 -和 群 直 积 的 任意 有 限 群 是 棋 替 的 . 

上 面 已 证 过 , 4E BR ЖЖ ЛЕНИН Б! ДЕЖЕЗЕ B9. 因而 只 需 证 明 下 
面 定理 , 由 此 定理 我 们 还 再 一 次 的 得 到 在 S 57 中 证 过 的 有 限 p- 8E 
的 可 解 性 . 

任意 有 限 po BERE 98 

事实 上 , 如 $ 54 中 证 过 的 ， 有 限 2- 群 有 非 平 凡 中 心 Z. ЙҮ 
G/Z 仍 是 有 限 2- 群 ,其 中 21/2Z 又 是 非 平 几 的 ， 因 此 Z, $e Z jd 
地 大 . ЖР 下 去 , 我 们 便 在 G 中 构成 一 个 上 中 心 列 , 即 是 证 明了 

我 们 找到 了 有 限 群 的 一 些 性 质 ， 其 中 每 一 个 都 可 以 取 作 有 限 
AF AREIS) ДЕ X5 XX HE PEL AE: TEE UD IESU T ARE, bn 
р- ВО. GL EGO 5 ЕАН ЖЖЖИ. F 
介绍 其 中 一 些 , 但 决 不 想 窜 尽 关 于 此 问题 的 所 有 可 说 的 . 

有 限 群 是 罕 震 的 当 且 仅 当 其 所 有 梳 大 ( 真 ) 子 群 是 正规 子 群 ， 

事实 上 , 有 限 坑 零 群 满足 正规 化 子 条 件 , 因而 其 极 大 子 群 应 是 
该 群 的 正规 子 群 . 反之 , 设 群 G 的 所 有 极 大 子 群 在 G 中 是 正规 的 . 
ВЕРАС ЭР рй Sylow p- 子 群 ,入 是 它 的 正规 化 于 .在 
N 异 于 G， 则 用 和 4 表示 群 G 中 含 和 NW 的 一 个 极 大 子 群 。 因 为 在 G 中 
有 Sylow p- TERRE EH, ВО $ 54, 任意 含 祥 的 子 群 ，4 也 
在 其 中 ， 应 和 自己 的 正规 化 子 重合 ， 但 这 和 在 G 中 的 正规 性 相 
了 矛盾. Bib, Ма 重合 , 即 是 了 是 群 G 的 正规 子 群 、 由 关于 所 有 
р, Sylow 2- 子 群 部 是 正规 的 , [E C18 НАЛЕ G АЕА. 

现在 在 任意 群 G 中 来 定义 一 个 对 我 们 来 说 足 新 的 特征 子 群 
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如 果 群 G 有 极 大 子 群 ， 则 把 所 有 这 些 极 大 子 群 之 交 称 之 为 群 G H 
DB- 子 人 群 ; 若是 G 中 无 极 大 子 群 ， 则 把 本 身 认 作 是 它 自己 的 人 -~ 子 
Bf. 

直面 的 定理 成 立 (NeumannfT5], Zassenhaus| 2]) 

BF G 9 - T SEI BL Do JUPE PE PI UE z 组 成 ,其 中 任 一 
个 元 素 若 出 现在 群 G 的 任 一 生成 元 系 中 ,就 可 从 此 系 中 把 它 扔 挥 ， 
即 是 若 G 二 {M,zxy), 则 G={M}. 

事实 上 , ла 不 属于 B- 子 群 ， 则 它 不 含 在 某 个 极 大 子 群 
A 中 , 即 是 {x, 4) = а, 然而 {4} = AZ G, RZ 设 有 集合 2 使 = 

а= (M, х} (4) 

但 GiM} Айк M Ha m sh TERTRE. T 
ШАМАНА кА ТЕ, 因为 任意 较 大 的 子 群 应 售 元 素 x?， 因 
之 依 (4) 它 与 G ША. 这样 ， 元 素 x 不 在 极 大 子 群 4 中 , 因此 也 不 
在 Ф-Н. 

由 此 定理 可 得 , 若 群 G 的 DB- 子 群 是 有 限 的 (例如 ,在 有 限 群 情 
Ж), 则 任意 与 B- 子 群 一 起 生成 整个 群 G 的 集合 M AH EG 
的 生成 元 系 . 作为 这 样 М 的 例子 可 取 群 С 关于 ФОР 集 
的 代表 所 组 成 的 集合 . | 

现在 可 以 再 指出 一 个 定义 有 限 需 零 群 的 方法 (WielandtL2J) 

有 限 群 GG 是 瞪 雳 的 当 且 仅 当 它 的 换 位 子 群 合 在 其 中- 子 群 
中 ， 即 是 若 任 意 与 换 位 子 群 共同 生成 整个 群 @G 的 集合 本 身 也 生成 
С. 

事实 上 ， 若 换 位 子 群 含 在 群 G 的 Ф- РЕФ, ШЕ С/ Ф 
是 阿 员 尔 的 、 群 G 的 所 有 含 @ 的 子 群 ， 特 别 是 群 G 的 所 有 极 大 了 于 
BE, 也 就 都 是 G 中 的 正规 子 群 , 由 之 便 得 群 G 的 需 零 性 . | 

反之 , ЖЖ а АЕН), 则 任意 极 大 子 群 4 在 G 中 正规 ， 商 群 
G/4 不 含 真子 群 , 即 是 素数 阶 的 循环 群 , 因而 是 阿 贝 尔 群 ， 这 样 ， 
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子 群 4 包含 群 G 的 换 位 子 群 ， 因 之 换 位 子 群 含 在 所 有 极 大 子 群 之 
交 , 即 是 在 Ф- ГАИ. 
谈 者 不 难 检验 ,在 证 明 命 题 : 霍霍 群 的 换 位 子 群 舍 在 此 群 的 
多 - 子 人 群 中 时 , 不 必要 求 此 和 群 的 有 限 性 "， 读 者 在 Baer[24] 中 可 看 
到 把 上 面 证 明 的 定理 搬 到 具有 限 生 成 元 群 上 的 一 个 推广 (参看 补 
充 27.4). 
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TE БУРР М AUA HARE 3— 
i. ji Жан 
МЕЗЕ, 一般 说 , 这 些 群 类 不 再 是 相同 的 了 ， 下面 我 们 介绍 - 些 这 种 
ЇЙ Ж, 对 进一步 的 详情 读者 可 看 Курош 和 Черников[1], 在 KoH- 
торович[ 8 ] ФИ THE МЕЖ, 

中 心 系 的 概念 可 作为 中 心 列 概念 的 推广 ， 这 就 是 指 群 G 的 一 
个 不 变 系 A= [4,1], 对 此 系 中 任意 桥 Aa Aar 有 包含 关系 

ГА, +, СЕА, 

换言之 , BIRF А.../ А. ТЕН G/ A, 的 中 心 内 ， 

我 们 称 任意 至 少 具 有 一 个 中 心 系 的 群 为 2Z- 群 或 有 性 质 儿 的 
” 群 ， 攻 零 媳 概念 的 这 个 推广 是 广泛 的 一 一 由 于 Magnus 定理 ( 参 
看 $ 36) 所 有 自由 群 都 是 2Z- 群 . 

如 Мальцев 31$ ДЕВА ну, ГЕЈД Z 有 局 部 定理 : 

所 有 局 部 具有 性 质 驴 的 群 也 是 7-м. 

这 个 定理 可 用 对 性 质 RN 证 明 局 部 定理 曾 用 的 同样 方法 ( 参 
看 § 58) 去 证 明 , 而 我 们 仅 限 于 指出 不 得 不 作 的 一 些 变动 .现在 应 
ЛЕ Са 定义 为 系 &" 中 不 7256 а, b 中 任 一 弄 于 工 的 最 大 于 


1) ЖИ, 从 任意 霖 和 零 群 的 任意 生成 元 系 可 以 去 卸任 意 有 限 个 换 位 子 群 中 的 元 素 . 
ЭЕ, 这 对 换 位 子 群 的 无 虑 子 集 也 是 对 的 , АЕ АРЕ АЧЭС ТЕШ АА а Д a ШЕ А. 
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群 ; 因此 , 例如 , 没有 必要 去 考察 与 一 对 (a, 5) 相 关联 的 局 部 系 ， 于 
BE Ha 也 将 不 含 4 或 8， 虽然 总 是 包含 它们 的 换 位 子 ， 证明 下 列 
一 事 : 系 多 如 果 需 要 的 话 ， 把 群 G 本 身 添上 去 ， 是 群 G 的 中 心 
REDUCE НЕ Ч ЖЕ T CAVE TIE 25.7.)， 

РА- BLAST 0) — ЛӘК КЕШ, 它们 上 其 有 
IK XE дл BUT B rho Z8, 我 们 将 称 这 样 的 系 为 递增 中 心 列 .第 
零 群 的 许多 性 质 很 容易 搬 到 这 个 群 类 上 ， 例如， 几乎 逐 字 重复 上 
市 中 的 相应 讨论 而 只 是 有 时 利用 一 下 超 限 妇 纳 法 ， 读 者 可 证 明 下 
述 命 题 . 

4- 群 的 任意 子 群 和 任意 商 群 都 是 ZA- 群 . 

一 个 群 是 4- 群 当 且 仅 当 它 的 上 中 心 链 虽 然 可 能 是 超 限 延续 
下 去 但 终 将 能 达到 群 G 本 身 . 

在 任意 ZA4- 群 中 有 正规 化 子 条 件 ， 

对 于 2Z4- 群 局 部 定理 是 不 可 能 证 明和 的 ， 这 可 由 无 中 心 的 局 部 
^R 2?- 群 的 存在 而 看 出 , 但 是 下 面 定 理 是 成 汇 的 (HepHHKOB 
1201), | 

一 个 群 ,大 其 所 有 可 数 子 群 是 QZ4- 群 , 则 它 本 身 也 是 Qu4- 群 . 

育 先 证 明 下 述 引 理 ; 

一 个 群 G 是 Z4- 群 当 且 仅 当 对 其 任意 元 素 0 以 及 住 意 元 素 列 
V1, To … 24, 77 HE AGE EC К, RA 

Lee (а, 2,1], 221, 5, 2,] 17. 

WKE, Е ZA-BRE, 其 递增 中 心 列 是 


E == АСС АССА, С: +. СА, = а, (1) 
并 设 在 G 中 给 定 元 素 а 和 21, v2, зш, UV. zi РЯ] ла 
а, = [ee [ La, ti], 12|, "ty жь], & =1, 2, "t (2) 


中 没有 等 于 工 的 , 则 可 得 足 码 а, 4 宇 0， 使 得 子 群 А. GE а, 


D) тй o T, са, b YER a, b 的 换 位 子 ， 
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ШЛЕТ А. AEDE A 73, И ао, 但 此 时 由 中 
心 系 的 定义 ， 


Arti = [a 1411€ Аа, 
XX Je: fI Ag f a НЕ HERHZP ЛЕ НУ. 

为 了 证 明 引 理 的 另 一 面 论 断 , 先 来 证 明 , 若 在 群 @G 中 对 任意 元 
Жажа ху, …, ть, ++, (2) 中 元 素 到 少 有 一 个 等于 1, 则 在 G 关 于 
其 中 心 多 的 商 群 中 这 也 是 对 的 ， 设 在 G/2 中 给 定 元 素 aZ 和 x12， 
хай, e, E,Z, e, ЗОНЕ ОИЕ С йуз а, ДИК RR 
А k, (E a, —1,. 因此 

A A 
而 这 也 就 是 要 证 的 . | 

现在 来 证 , 若 在 群 G 中 对 任意 a Hx, zz ть, ***, (2) ОЕ 
奉 少 有 一 个 等 于 1, 则 G 具 有 非 平凡 中 心 ， 事 实 上 ， 若 群 G 的 元 素 
а 不 在 中 心 内 , 则 存在 元 素 r, В а, = [а rn] AFl UE 
仍 不 在 中 心 内 , 则 有 хо, 使 换 位 子 a= [ai, 2; M CT 1. 这 个 过 程 
不 可 能 无 限 延 续 下 去 , ВЕР а BERE UC АЛА, ТЕПП ЖГ 
a, 必 是 异 于 1 的 属于 中 心 的 元 素 . 

“从 上 面 两 段 所 说 的 便 得 到 引 理 另 一 面 的 论断 ， 因为 群 G 的 弟 
增 中 心 链 将 必 达 到 群 本 身 . | 

定理 的 证 明 现 在 就 没有 什么 困难 了 . 老 群 G 不 是 2Z4- 群 ， 则 
依 引 理 在 其 中 可 找到 元 素 a 和 ть, za e we os, 使 得 (2) 中 任意 一 
个 元 素 都 不 等 于 1， 子 群 {a, IND DIN TELS АРНО, 然而 再 依 
引 理 它 不 是 24- 群 定理 证 完 ( 参 看 补充 25. 4. ). 

N- 群 .现在 转 来 研究 有 正规 化 子 条 件 的 群 , 或 , 简 记 作 N 8. 
上 面 曾 指出 过 ， 任意 Z4- 群 都 是 W- 群 ， 道 命题 是 否 成 立 现在 还 

1) 由 正规 系 的 定义 可 知 ， 当 a 是 极限 序 数 时 列 (1) 中 的 子 群 4a 是 其 前 面子 群 
WFR. 
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未 解决 . 

群 人 是 人 - 群 当 且 仅 当 此 群 的 任意 子 群 都 出 现 于 递增 正规 列 
$. 

事实 上 , 若 在 М-ЯЕа А — АЕ А, ШАД Ят Ре — AAE 
ЊЕГА: В =, А,= А, 然后 ,对 非 极 限 的 a 取 子 群 4。.， 
的 正规 化 子 作 为 4.， 而 对 极限 序数 & 取 所 有 Ав, Bx 之 并 作为 
4.， 显 然 此 列 达 到 群 G， 反 之 ， 若 群 G 的 任 一 子 群 都 出 现在 某 递 
增 正规 列 中 , 则 任意 真子 群 必 是 某 较 大 子 群 中 的 正规 子 群 ， 随 之 ， 
它 寞 于 自己 的 正规 化 子 . 

利用 这 个 结果 ， 容 易 证 明 ，N- 群 的 任意 子 群 和 任意 商 群 本 身 
# Мм, Нл, ТЕ МОЖА BIA А, ERILEHT 
ПВ, МЕС НЕ ВВ Е] БА и НАЕ 
4 中 的 递增 正规 列 ， 这 就 证 明了 , А 是 N- АЕ. 

N- 群 这 一 概念 的 自然 推广 就 是 入- 群 的 概念 ; 这 指 的 是 这 类 
RE, 它 的 任 一 子 群 出 现在 某 一 正规 系 中 ， 与 上 面 对 待 NN- 群 一 样 可 
以 证 明 , 访 - 群 的 任意 子 群 和 任意 商 群 本 身 也 是 NE, 

这 里 指出 , 不 是 任意 4- 群 都 是 N- 群 则 所 有 自由 群 将 
是 六 -和 群 ,而 因此 它们 的 商 群 , 这 也 就 是 所 有 群 都 将 是 ЛЕ, 但 这 
显然 是 不 可 能 的 . 每 一 义 - 群 是 否 有 性 质 和 的 问题 现在 尚未 解决 . 

下 面 的 定理 指出 定义 N-f£895—4 EX. 

群 G 是 万 - 群 当 且 仅 当 群 @G 具 有 下 面 的 性 质 : 若是 其 子 群 和 4 合 
于 子 群 互 内 且 4, 有 之 间 没 有 其 他 于 群 则 4 必 是 召 中 的 正规 子 
5. 

事实 上 , ЇЇ ADR, 子 群 本 身 也 是 А-В, 故 子 群 4 含 在 其 某 
个 正规 系 中 . 但 由 于 在 А, B 之 闻 没 有 中 间 子 群 , 故 这 两 个 于 和 群 在 
此 正规 系 中 组 成 一 个 桥 , КВА д ВРА ЕВРА. 

为 了 证 明 反 面 断 语 , RIER G pR TE A mE HEH, E 
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含 在 某 一 正规 系 中 .为 此 , 看 子 群 系 
EC AC, 

它 当 然 不 一 定 是 正规 系 ， 我 们 把 它 加 密 到 已 不 能 再 加 密 的 子 群 有 
FA. 此 新 得 到 的 系 显然 是 完备 的 ， 其 次 ， 在 此 系 的 任意 一 个 桥 
处 已 不 能 再 添加 中 间 子 群 了 , 这 样 由 定理 条 件 可 得 , 任意 桥 的 第 一 
个 群 是 其 第 二 个 群 中 的 正规 子 群 ， 亦 即 我 们 所 构成 的 子 群 系 是 正 

Baer[24] 中 对 入 - 群 证 明了 局 部 定理 ， 

局 部 地 有 性 质 У 的 群 是 六 - 群 . 

设 群 G 具 有 局 部 系 , 它 由 有 性 质 A РЕ U^ 组 成 ,并 设 在 © 
中 给 定子 群 4 和 8B, 4ACB 且 在 4 和 B 之 间 没 有 其 他 子 群 ， 若 4 不 
是 8 中 的 正规 子 群 , 则 可 找到 元 素 aC A, bEB Н. 56 A, 使 得 

c—b lab&A. 
然而 易 见 cEB， 由 之 得 {4, с) A, 而 因此 {4, с = В, Bü, FE 
子 群 4 的 有 限 子 集 a1, as,…, an ВЖ 5 可 以 通过 这 些 元 素 以 
及 元 素 с 表示 ， 在 给 定 的 局 部 系 中 可 得 子 群 V0, БШ жж a, PR 
HIR 41, 4z,…, а, 以 及 元 素 c。 因 此 DU, 48 
b&V =U NA. 
EMW 表示 合子 群 了 但 不 含 元 素 5 的 子 群 志 中 一 个 极 大 者 , 则 在 
TEW ЖҮ, РУ Не ЖЕН REFET. 注意 到 也 是 人 -和 群 ， 
由 之 便 得 И AEAW , 55 'RÉSAERUT-RE, 又 因为 
acVcW, 
故 有 | 
c=b iabEW. 

但 元 素 & дп НС 0505, tte, а, с 表示 的 ， 故 现在 也 应 在 评 = 
中 , 而 这 和 假设 是 了 矛盾 的 .定理 证 完 . 

Б) Ж ЖЯ ЖНСЛЕАЖЖХТИМ, ЖЕНЯ 
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的 局 部 系 . 因为 才 零 群 的 任意 子 群 本 身 也 是 大 零 的 , 故 这 个 定义 等 
价 于 说 , 拜 G 的 由 有 限 个 元 素 生 成 的 任意 子 稚 是 知 零 的 . 

局 部 村 零 群 的 任意 子 群 和 任意 商 群 本 身 也 是 局 部 奴 零 的 ， 这 
可 由 对 需 零 群 的 相应 命题 的 正确 性 推 得 . 

所 有 局 部 畦 零 群 当然 都 属于 对 之 有 局 部 定理 的 任意 广义 医 零 
群 类 , 亦 即 属于 2- 群 类 条- 群 类 ， 回 想 一 下 2- 群 的 定义 ， 我 们 
得 到 , — 4^ E ЖЖ, 若 不 是 素数 阶 循环 群 , 则 不 可 能 是 单 群 

Мальцев! 6] 证 明了 下 面 定理 . 

任意 2А-Я ж 59 ЖЖ S. 

事实 上 , 设 给 出 一 个 ZAR 6, 其 递增 中 心 列 是 

Е = 0С 7С СЯ, = @. (3) 
称 序数 а 为 此 中 心 列 的 长 度 并 假定 对 具有 较 小 长 度 递增 中 心 列 的 
所 有 А-ДЕ, ЯО ЕН У. 一 一 当 &= 工 时, Ш PILAR 
HE. 定理 显然 成 立 。 在 G 中 取 有 限 子 集 , 其 元 素 为 : 
diy C2 ***, G4. (4) 
f o 是 极限 数 , 则 (4) 中 元 素 都 在 某 个 子 群 2p，p<a， 又 因为 此 二 
RERA KÆ p 的 递增 中 心 列 而 B os АБЕ, FEE, а, 
+, 04) ЖЕЛЕ AJ. 

今 设 а ФА, EE ARR S ВАА Е, а= 8-- 
к. E TE CAD TREE XE kt 个 元 素 , 取 所 有 可 能 的 形 如 Г Las, 6,1, 
cj] 6] 的 高 次 换 位 子 ， 这 样 的 换 位 子 共 有 限 人 个， 它们 都 在 子 
ДЕ Ze 中 ,但 B 是 极限 数 , URERA TRE 2,, yap 中 . 1 

H = (2,,4,,85, *-:,0,). 
依 下 法 在 五 中 构造 一 个 递增 中 心 链 .到 列 (3) 中 一 直到 2, 的 那 一 
截 为 此 链 的 开始 部 分 , 然后 是 Z,+1， 它 对 应 于 商 群 H/Z, 的 中 心 ， 
ТАЕ 2, о, ЕЖА В/У, ЭН 55€, МУ 
Z^, «i 显 见 包含 (4) 中 任意 个 元 素 的 所 有 高 次 换 位 子 , CT REZ +, 
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包含 (4) 中 一 1 个 元 素 的 所 有 高 次 换 位 子 , 等 等 ， 这 样 , 这 个 递增 
中 心 链 不 超过 雍 步 使 达到 群 豆 ， 亦 即 变 成 递增 中 心 列 ， 其 长 度 不 
超过 ?-X&， 因 为 8 是 极限 数 而 ?<6， 则 ?十 & 真 小 于 有 因而 更 
小 于 wa。 由 之 依 归纳 假设 得 到 子 群 {e, ax +, а, Ж ФЕ. ЖЕНЕ 
证 完 . 

利用 这 个 结果 , IInorKHH[2j 证 明了 下 面 的 定理 ; 

М-Ж 83 Ж Ж б), 

证 明 利 用 下 面 的 一 些 引 理 . 

5{##1(Шмидт[6]), 若 和- 群 G 的 正规 子 群 吾 具有 非 平 凡 中 
х2 АЖР GH RARE, 则 群 G 本身 也 有 非 平 凡 中 心 . 

依 假设 , 在 G НН ЖЖ a, 使 

G-—iH,a). 

ЕНЕ, kE HERTE м, A 
N- 群 的 子 群 , (Z, a 本 身 也 是 N- 群 ， 因 此 或 者 ZC (а), 或 者 子 群 
{a} 在 {2,a} 中 有 蜡 于 自己 的 正规 化 子 ，{2, qa} 中 的 元 素 具 有 形状 
zat+，zE2， 因 此 在 两 种 情况 下 子 群 {4a} 在 {2Z, a) 的 正规 化 子 都 含有 
2 中 蜡 于 1 的 元 素 2， 如 果 换 位 子 [z, 4j 等 于 1， 则 由 于 EH 
的 中 心 内 , BLE a 也 可 交换 , 知 z 属于 群 G 的 中 心 ， 若 是 换 位 子 
[z,a] 5E T. 1, 则 它 也 在 群 吉 的 中 心中 ,而 由 于 元 素 2 的 选择 , 它 
也 在 子 群 fq} 中 , 故 知 [z,al 含 在 群 G 的 中 心中 ， 

5| 理 2. 着 和 N- 群 G 的 正规 子 AHAA PS an A G/H 
是 循环 群 , 则 群 G 本 身 也 是 ZAR, 

依 引 理 1 EEG АЧА» 2,， 设 在 群 G 中 已 对 所 有 小 于 8B 
的 作出 上 中 心 链 的 各 项 Ge.。 若 有 是 极限 数 ， 则 令 Zo 是 所 有 Z 
之 并 ， 若 是 序数 8 一 1 存在 , 则 作为 ZA-REH tpi RE, BE 

HZ A Zip HI(HN Ze) 

具有 非 平 凡 中 心 ， 而 群 8/Zp_, 是 它 借助 循环 群 的 扩张 , ИРИК 
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5|Ж 1, SE G/Ze ;的 中 心 也 是 非 平 凡 的 ， 此 中 心 在 G 内 的 完全 原 
RWIE Ze. BEZ., 群 G 的 上 中 心 链 在 末 达 到 群 G 之 前 是 不 可 能 停 
fa Т ЖН. 
51:13. лат хлкатхвх 
=, Ж;у=[7{,@], i = 1,2, •••, 
К, № r,=1, 
事实 上 , 设 Ai 4а), {К М-НИЕХ НЕ НА 的 群 G 的 
xb Е, | 
E = АСА САС: СА, С: СА. (5) 
KAIR r: ГІВ Аа, ENG) Наль 11,2, --- 
的 子 群 中 的 最 小 者 ， 足 码 a; 不 会 是 极限 序数 ， 男 一 方面 , БА 
能 是 1， 因为 那样 我 们 将 有 2, =1 ПВН ЖЕ. НЯ“, —1 
ДЕЛЕ НР, 因而 有 
aC А, _1- 
因为 列 (5) 是 正规 的 , 故 也 有 
ха rEAs -i 
因而 还 有 
ж;!@ !ш;-а=тхт„үЄАє n 
这 就 证 明了 , 足 码 а; 2H БЕЛ Ж ХЕ ЕДИ УЦ 
o> >... >а,;>*.., 
但 这 和 列 (5) 的 民 序 性 相 矛 盾 . 
934. ХНА N-3£G ARFER ERF E, А G 一 {4H,a)， 
ДЕС ед Буз A еу, 
群 G 的 任 一 有 限 子 集 可 通过 元 素 D HEURE PR 4I жж 
示 , 因而 只 要 证 明 任 意 形 如 
a,h', h”, 0, kh, ВЕН, k=1,2, =, п (6) 
ЕЕ АЕ Ару ЛА) ГЕНЕ ВЕН р. НР RR 7635 
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| hO z AP, k =1, 2, =, п, (7) 
以 及 元 素 
А = [00а], $=1,2, «3 К=1,2,++,п_ (8) 
Hr E BE Р, 
(7), CBS POR oC XE Hip, 依 引 理 3, Жр 1 ос 
素 只 有 有 限 个 ， 因 而 子 群 下 是 需 零 的 。 其 次 ,到 在 由 (6) 中 匹 素 生 
成 的 子 群 了 中 是 正规 子 群 , 这 是 因为 
v'ha =h P hE. 
商 群 /FP 是 循环 群 ， 因 此 依 引 理 2, 是 24- 群 ， 最 后 , AIER 
F 生成 元 个 数 的 有 限 性 以 及 上 面 证 过 的 РАЗВЕ ky BD e Ну Е PR 


可 得 , ЕВЕР И. 
现 转 来 证 明定 理 ， 在 N- 群 G 中 可 以 构造 一 个 递增 正规 列 
E—HQCH,CHg4C--CH,C-:€H,—-G (9) 
使 得 
Hari = {Has а„},0<а< v, (10) 


其 中 a 属于 五, 在 群 G 中 的 正规 化 子 而 不 ЖЕН. НО АЖ 
局 部 第 零 的 , 则 令 He 是 列 (9) 的 子 群 中 第 一 个 不 是 局 部 项 雪 者 .wa 
不 能 是 极限 数 , 因为 局 部 窜 零 群 递增 叙 列 之 并 仍 是 局 部 项 老 的 .十 
ЕН. Вр, 故 依 引 理 4 SCC А. ЖЕНИ 
宛 ( 参 看 补充 25.3). 

与 此 定理 有 关 的 我 们 指出 下 面 一 点 ， 在 Черников [4] 和 
Шмидт[6] rp nf EA S EJ) НН ЛЕНИЕ TP A PIE BS EE 
的 例子 (参看 补充 25.1). 


$64. 与 可 解 群 的 关系 ，S- 群 . 
附加 有 限 条 件 
我 们 知道 ， 所 有 第 零 群 都 是 可 解 的 ， 与 此 类 似 地 对 于 每 一 广 
义 早 零 群 类 可 以 至 少 指出 一 个 包含 它 的 广义 可 解 群 类 ， 
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显然 有 下 列 断 语 : 任意 2- 群 是 RI- 群 ， 任 意 局 部 竺 替 群 是 局 
部 可 解 群 ,而 任意 ZABRAT RI*- 群 类 . 
对 于 2Z4- 群 还 可 以 指出 一 个 含有 E dB X Не 
Ваег[30]; ifg XT ИЕН 28 Черников[ 3 |). 
任意 ZA-# G4 ВК-Ж. | 
事实 上 , 若 糙 G 是 阿 贝尔 的 , 则 没有 什么 可 证 的 ， 大 是 它 古 不 
交换 的 , 则 我 们 利用 下 面 的 Grün 5| CGrün[1 1). 
若 群 G 有 出 于 1 的 中 心 2 且 若 商 群 G/Z 的 中 心 也 异 于 1， 风 
АЛИНА, СЕНЯ 的 一 个 子 群 上 
O ERE, 引 理 的 假设 说 明 , 在 群 G 的 递增 中 心 链 中 子 群 Z 异 
FEH Z =Z, Ф Zs 中 取 定 一 个 不 在 夕 中 的 元 素 a, 并 令 G 中 任 
Жл а 与 换 位 子 [a, x] 相 对应， 由 于 元 素 4 属于 与 群 G/2 的 中 
心 相 对 应 的 子 群 Z 中 , 可 得 [a, 2162, ПН a&Z 可 得 : А xo, 使 
Га, xoj 关 1， 我 们 得 到 的 这 个 G 到 2 内 的 非 平 几 映射 还 古 辐 态 对 
м, 这 只 要 证 明 等 式 
[a, z]- La, у] ==[а, 20]. 
而 由 [z,a” 1€ Z, Ж 


[e,z]-[a, y] - a !x ‘ахау ‘ay 


—a y (x laxa tay = (а, zy]. 

由 此 引 理 得 ， 非 交换 24- 群 G 具 有 非 平 几 的 阿 贝 尔 商 群 ， 因 
而 G 异 于 自己 的 换 位 子 群 . 因为 Z4- 群 的 任意 子 群 本 身 是 2Z4- 群 ， 
WERE. 

最 后 , 我 们 来 证 明 下 列 定理 . 

4d N-HR RN- 群 . 

事实 上 ,，A- 群 4 的 任意 正规 系 可 以 加 密 成 子 群 的 民 序 系 ,使 
得 它 的 任意 桥 中 都 不 能 再 添加 中 间 群 ， 因 之 依 性 质 久 ,任意 桥 的 
第 -- 子 群 是 该 桥 的 第 二 个 子 群 中 的 正规 子 厦 . 亦 即 此 系 是 正规 的 ， 


rr 
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[и жии 


并 且 其 所 有 因子 显然 都 是 素数 阶 循环 群 ， 

任意 尽 - 群 都 是 RN*- 群 . 

RKE, 在 上 市 末 在 任意 N- 群 中 建立 了 上 有 具有 性 质 (10) 的 递增 
正规 列 (9)， 显 然 , 此 列 的 因子 都 是 循环 群 

具有 循环 因子 不 变 系 的 群 ， 显 然 在 任意 阿 贝 尔 群 中 存在 具有 
人 循环 因子 的 递增 不 变 列 ， 利 用 此 可 证 明 ,， 任意 Z4- 群 也 有 具 循 环 
因子 的 递增 不 变 列 , 而 任意 允 - 群 有 有 具 循环 因子 的 不 变 系 . 

事实 上 , ж лє, 例如 , 一 个 具 中 心 系 允 = [ARZE G, 则 在 
此 系 的 任意 桥 AS Aari 处 可 以 如 上 面 说 过 的 那样 填补 一 个 具 循 环 
E] -F- B3) x8 УІ]. 此 列 的 所 有 项 都 是 群 G 中 的 正规 子 群 , 这 是 因为 因 
d А.А, SERIE G/A, 的 中 心中 . 

赣 命 题 对 于 有 限 群 酉 已 经 不 成 立 了 ， 例 如 ， 3 次 对 称 群 有 县 
位 坏 因 子 的 主 列 , ЕЖЕ, ХЕ, 就 出 现 一 个 介 于 可 解 群 和 
ЖЕ ЖЛЕ IRL IO ES | 

有 正面 的 定理 (depHHKOB[7J)， 在 有 限 群 的 情况 , 它 就 变 为 
Вендт 定理 | 

— ^ 8E, Xr RR. EB] 9 dE R, 则 必 是 Z- 8f. 

REG 中 存在 有 其 循 环 因子 的 不 变 系 XE [4。]; 因为 循环 
群 的 所 有 子 群 都 是 该 群 的 特征 子 群 ， 故 可 以 认定 系 虹 的 所 有 因子 
都 是 有 限 的 . 设 K 是 群 G 的 换 位 子 群 。， 所 有 交 

B.= А, ПК, 
TE 2s fui ЖИЛА КМАУ А 对， 它 的 因子 仍 是 有 限 循 环 
BE i Bao В... ÆA L 中 的 一 个 桥 而 商 群 BUB. 是 nn 阶 循环 
BE, 亦 即 是 由 元 素 c B,, cEB。 20,1, 7 一 1 组 成 的 ， 若 z,g 
是 群 G 中 的 任意 元 素 , WAHT В, В... 是 G 中 正规 于 群 , 故 存 
frin Е ТЕ, 使 
(xB,) CCB,) (B4)! = c" Bas 
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(YBa) CB.) (YBa) ! —c' B, 

由 之 得 

(туВ„)(еВ„)(хуВ„)- '= (yz B.) CB.) (gyzB,)  —c* ' B,, 
即 元 素 Lz, yjB。 与 元 素 cB。 可 换 ， 这 了 下 证 明了 ， 商 群 5。: VB5。 Җ 
TAR K/B. 的 中 心 ， 即 出 是 群 玉 的 中 心 系 ， 定 理 证 完 ，( 参 看 
补充 23. 4). 

现在 至 少 对 于 有 限 群 可 以 指明 ， 具有 循环 因子 不 变 列 的 群 所 
占据 的 真正 人 位置， 我们 知道 ， 任 意 可 解 群 有 上 其 阿 贝 尔 因 子 的 不 变 
列 ， 反 之 , 任意 一 个 群 , 若 有 县 任意 等 零 因 子 的 不 变 列 ， 则 是 可 解 
和 群 ， 这 使 得 我 们 对 可 解 群 可 按照 它们 的 具 咒 零 因 子 的 不 变 列 的 长 
度 来 分 类 (参看 补充 24.6)， 若 此 长 度 不 超过 2， 即 是 若 此 群 是 带 
零 群 借助 第 零 群 的 扩张 ， 则 与 亚 阿 贝尔 群 类 似 的 称 之 为 亚 轿 零 
8f. 

如 Benar 定理 指出 的 ， 具 有 稍 环 因子 不 变 列 的 任意 有 限 群 是 
ЖЖ 8. 

最 后 我 们 指出 下 面 定 理 而 路 去 证 明 ， 它 涉及 到 我 们 所 讨论 过 
的 群 类 (Baer[24], 还 可 参看 Курош, Черников[ 1 ]). 

一 个 入- 群 , 若 它 有 具 衢 还 因子 的 不 变 系 或 者 具 御 环 因 子 的 逆 
增 不 变 列 , 则 它 是 2Z- 群 ,或 者 , 相应 地 , 是 24- 群 . 

S- 群 ”到 目前 为 止 我 们 还 未 尝试 把 有 限 蜗 零 群 最 重要 的 定 
义 之 一 移 置 到 无 限 群 上 去 , 这 里 指 的 是 这 些 群 可 表 成 p- 群 之 积 的 
形式 ， 此 事 可 依 和 下 法 来 作 . 

称 群 G 是 S- 群 ， 如 果 对 于 每 一 素数 EE 的 Sylow p- 
群 , 即 是 , 车 在 此 群 内 所 有 有 限 阶 的 元 素 的 集合 作成 一 个 子 群 ， 并 
ETOR 2- 群 的 直 积 ， 称 此 群 为 群 G 的 周期 部 分 

S- 群 类 是 很 广泛 的 ， 例 如 , 其 中 包含 一 切 р- 6, 而 这 些 p- 群 
本 身 就 组 成 一 个 研究 得 很 少 的 群 类 ， 田 一 方面 ， 无 扭 群 也 满足 
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S- 群 的 定义 ， 因 此 我 们 仅 限于 讨论 S- 群 与 前 有 几 节 中 引入 的 各 种 
广义 着 零 群 类 之 间 的 关系 . 

首先 指出 一 个 下 面 要 用 的 8- 群 的 一 些 显 见 性 质 : 8S- 群 的 任 
意 子 群 本 身 也 是 S- 群 ， 反 之 ， 若 群 G 具 有 一 由 5- 子 群 组 成 的 局 
RA 9L—[A*], 则 它 本 身 也 是 S- 群 ， 这 是 因为 ， 如 果 我 们 把 所 有 
PRE A 的 Sylow p- 子 群 的 元 素 合并 在 一 起 ， 便 得 到 群 G 的 唯一 
Sylow р- 1- А+. 

在 862 已 指出 过 ， 所 有 N-RE НИ ЕЕ 
S- 群 .因为 对 性 质 S 有 局 部 定理 , 故我 们 还 可 得 到 更 一 般 的 结果 : 
任意 局 部 矫 替 群 是 8- 群 

另 一 方面 ， 不 是 任意 2Q- 群 都 是 S- 群 (参看 Мальцев[7]). 
对 于 全- 群 相应 的 问题 尚未 解决 ; 一 些 部 分 结果 在 Ваег[24 +. 

附加 有 限 条 件 . 可 以 想象 地 ， 附 加 这 个 或 那个 有 限 条 件 将 在 
我 们 所 考察 的 广义 塞 零 群 类 之 间 引 出 一 些 补充 的 联系 ， 例 如 ， 有 
下 面 定理 . | 

对 局 部 有 限 群 来 说 下 列 性 质 彼此 等 价 ， LÄS RARER 
事实 上 , 若 局 部 有 限 群 G 具 有 性 质 2, N 或 58， 则 所 有 它 的 有 
限 子 群 也 具有 相应 的 性 质 , 即 依 8 62， 它 们 都 是 寡 零 的 , 因而 群 G 
本 身 是 局 部 寡 零 的 ， 反 过 来 , 若 局 部 有 限 群 G 是 局 部 寡 零 的 , 则 所 
有 它 的 有 限 子 群 具有 马 N 和 4 中 每 一 个 性 质 , 而 这 时 由 关于 这 些 
性 质 局 部 定理 是 成 立 的 , 便 得 群 G 本 身 又 是 2- 群 , LE N-R, У 
是 S- 群 

在 $59 中 证 明了 周期 局 部 可 解 群 的 局 部 有 限 性 ， 由 之 可 得 ， 
任意 周期 局 部 黑 零 群 是 局 部 有 限 的 , 依次 地 压缩 这 个 结果 , 我 们 就 
得 到 周期 入- 群 ,ZA4- 群 和 矫 替 群 的 局 部 有 限 性 , 

现在 对 所 考虑 的 群 附加 对 子 群 的 极 小 条 件 ， 显 然 在 此 条 件 下 
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性 质 访 变 成 性 质 入 ,而 性 质 Z 变 为 性 质 ZA; 因此 依 刚刚 指出 的 可 
知 ， 由 极 小 条 件 引 出 的 群 的 周期 性 在 这 两 个 情形 的 每 一 种 中 都 变 
成 局 部 有 限 性 ， 这样 ， 上 面 关 于 局 部 有 限 群 证 明 的 定理 就 导致 下 
面 的 结果 (epHHKOB[3]7. 

在 群 对 子 群 满足 极 小 条 件 的 情形 下 ， 下 列 性 质 彼 此 等 价 : 1) 
性 质 24,2) EAN de 3) 局 部 有 限 性 及 性 质 S, 

此 定理 中 三 个 等 价 的 条 件 所 定义 的 群 ,既是 周期 的 , 又 有 性 质 
S， 因 而 可 分 解 成 p- 群 的 直 积 。 称 满足 下 列 彼此 等 价 的 任 一 个 定 
У В Черников р-##: 它们 是 

1) 对 子 群 有 极 小 条 件 且 有 递增 中 心 列 的 0- 群 ; 

2) 对 子 群 有 极 小 条 件 且 有 正规 化 子 条 件 的 2- 群 ; 

3) 对 子 群 有 极 小 条 件 的 局 部 有 限 p- 群 . 

对 Черников 2- 群 还 可 以 给 出 一 系列 其 他 定义 ， 恰 是 由 于 有 
可 能 从 不 同方 面 来 看 这 些 群 , 这 使 得 它们 特别 有 兴趣 ， 例 如 , 下 面 
两 个 中 的 任意 一 个 也 可 取 作 Черников yp- 群 的 定义 

4) 对 子 群 有 极 小 条 件 的 可 解 2- 群 ; | 

5) 对 子 群 有 极 小 条 件 且 具有 限 指数 的 完备 阿 贝 尔 正 规 耶 
群 . 

事实 上 , 由 1) 可 得 4); 如 本 节 开 始 时 指出 的 ， 任 意 Z4- 群 是 
RT- 群 , 因而 依 8$59 中 的 Черников 定理 , 在 对 子 群 有 极 小 条 件 下 
它 是 可 解 的 ， 另 一 方面 , 由 4) 可 得 3), 这 是 因为 在 $59 中 证 明了 
任意 周期 可 解 群 的 局 部 有 限 性 。 最 后 , 定义 4) 4a 5) 的 等 价 性 可 和 直 
接 由 上 面 指出 过 的 Черников 定理 得 出 . 

定义 5) 之 有 趣 在 于 它 把 刻 划 所 有 Черников 2- 群 归结 为 对 
AR РЕНН: 由 于 在 § 53 中 给 出 的 对 有 极 小 条 件 的 阿 贝 尔 
BEI АГА], 它们 就 是 有 限 个 p”- 型 群 的 耳 积 借 荔 有 限 p- 群 的 一 切 可 
能 扩张 且 仅 是 这 些 ， 我 们 指出 ， 在 Черников p- 群 中 有 限 指数 的 
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完备 阿 贝 尔 正规 子 群 是 唯一 被 确定 的 (参看 $ 59 中 Черников XE 
理 的 证 明 )。 还 指出 ， 在 定义 5) 中 对 有 限 指数 阿 贝尔 正规 子 群 的 
完备 性 要 求 是 可 以 去 掉 的 , 因为 由 $ 53 我 们 知道 , 任意 有 极 小 条 件 
的 阿 贝尔 群 有 有 限 指数 的 完备 特征 子 群 . 

最 后 我 们 给 出 四 个 定理 而 略 去 证 明 . 它们 可 给 出 Черников 
p- RERO 3 5b — 5g X. 

Reik RP Poo Р] р- Черников р-#{, 当 且 仅 当 它 的 上 中 
心 列 的 所 有 因子 满足 极 小 条件 (Myxammenxkan[21)， 

ARAR р- #2 Черников 9~ 群 , 当 且 仅 当 它 对 阿 贝 尔 子 群 
ЖА (Шмидт[6 |, Черников[20]). 

АЖЕН (А Ж $53) 5) RA TR p- 2$ Н 14 Җ E ля Hep- 
ников р- # (Мягкова[1 |). 

— Ap- ож ХЕК 49 93 B. dx Е Ж Hep- 
ников p- È, 

附加 其 他 有 限 条 件 没 有 引出 较 完 整 的 理论 而 我 们 将 限于 指出 
不 多 的 一 些 结果 . 

在 对 子 群 有 极 大 条 件 下 任意 局 部 圭 震 群 都 是 堆 堆 的 ， 这 和 定 因 
为 由 极 大 条 件 可 得 生成 元 个 数 是 有 限 的 (参看 $ 53). НВГ 
的 orkun 定理 可 知 , 此 结果 包含 Hirsch[5j] 中 证 明 的 一 个 定理 : 
ЕЕК AR PERS УЕ. 

{Е Мягкова[1 ЯН ManpHeB[10] 中 指出 了 一 些 其 他 有 限 条 
件 , 当 它 们 被 满足 时 由 群 的 局 部 需 零 性 可 得 出 逢 零 性 . 

最 后 我 们 介绍 下 面 的 定理 (Baer[32]; ТЖЕ ЖЕ Ю.Г. 
qenopoB)， 这 个 定理 指出 , 对 于 短 零 群 对 子 群 的 极 大 条 件 可 换 成 
更 简单 的 假设 . 

若 界 索 群 G 关 于 其 换 位 子 群 的 商 群 有 有 限 个 生成 元 ， 则 群 G 
下 中 心 列 的 所 有 因子 也 有 有 限 个 生成 元 ， 而 群 本 身 对 子 群 满足 极 
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ХАН. az, ATERN, 对 子 群 有 极 大 条 件 和 生成 元 个 数 的 有 
限 性 是 等 价 的 

关于 笑 零 群 的 类 作 归 纳 法 来 证 明 ， 因 为 对 阿 贝尔 群 定 理 是 显 
ZR. ix 

G= DG DDG, -1 D6, DQ =F (1) 

是 群 G 的 下 中 心 列 ， 对 于 商 群 G/G 其 下 中 心 列 是 

| G/G OG /GO OG -1/6 DG,/G =E, 
故 依 归 纳 假 设 , 定理 对 СОЛА, 是 成 并 的 ， 由 之 得 群 G/G AARE 
成 元 组 
| 1G, х,б,, +, х.б, 
由 之 还 得 , 在 列 (1) 的 所 有 因子 中 ,除去 最 后 一 个 , 都 有 有 限 生 成 元 
组 ; 特别 , НАС, 1/6, 有 有 限 生 成 元 组 

y1G,, 4261, ***, YG. 

其 次 , RAET RE а, 在 群 G 的 中 心 内 并 由 所 有 形 如 [z, у], Ж 
z€G, УЕ, 的 换 位 子 生成 的 , ЇН лж x 可 表 成 由 元 素 Ti Za 775, 
xs 作成 的 字 v ЕЕЕ, ос, 也 就 是 乘 以 中 心中 的 元 素 的 形式 ; 
类 似 地 元 素 У TER У, У», c yi 的 字 包 也 乘 以 中 心中 的 元 素 的 
形式 ， 随 之 换 位 子 [z， 幻 等 于 字 2” 和 包 的 换 位 子 ， 但 后 面 这 个 换 
位 子 可 表 成 换 位 子 Lzb 9:1, 1 二 1, 2,…, 8; J51,2, 2, t, Z RIK 
81—— 2 ye HERR $ 14 RATA PERIOD — (DE TE E ЯІС 中 
元 素 和 G4-1 中 元 素 的 任意 换 位 子 都 属于 群 G 的 中 心 , 这 就 证 明了 
THG, 有 有 限 生 成 元 组 ， 因 此 列 (1) 的 所 有 因子 都 有 有 限 生 成 元 
组 ， 又 因为 罕 零 群 G 是 可 解 的 而 (1) 是 它 的 可 解 列 ， 冤 依 359 中 
Hirsch 定理 , Æ G АЖ РАЕН. 

Baer[32j] 也 包含 一 系列 其 他 结果 ， 与 刚 证 过 的 相近 或 者 是 它 
的 推广 (参看 补充 27. 2). 
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我 们 知道 ， 在 阿 贝尔 群 的 理论 中 完备 阿 贝尔 群起 着 重要 的 作 
用 ; 在 $ 23 中 给 出 了 它们 的 完整 刻 划 ， 完备 群 的 定义 不 难 移 置 到 
非 交换 群 上 去 , 即 是 ， 群 G 叫 作 完备 的 , 如 果 对 其 中 任意 元 素 4 和 
任意 自然 数 ,方程 | 
х= а 

在 G 中 至 少 有 一 个 解 , 亦 即 任意 元 素 都 可 开 任意 次 方 . 

任意 完备 群 可 以 有 非常 复杂 的 结构 ， 但 是 ， 很 自然 地 可 以 指 
望 ， 最 接近 完备 阿 贝尔 群 的 完备 寡 零 群 能 够 成 为 有 深入 理论 的 对 
= жр И ЧерниковГ10, 13]、 这 时 看 来 适当 的 是 不 局 限 
TEAREN, 而 直接 研究 任意 完备 Z4- 群 , 然而 这 里 得 到 的 一 些 
结果 已 不 能 推广 到 完备 局 部 军 零 群 上 去 . 

将 称 群 G 在 Черников 意义 下 是 完备 的 ， 如 果 对 任意 自然 数 
п 它 由 其 所 有 元 素 的 % 次 罕 生 成 ， 任 意 完 备 群 显然 是 Черников 
意义 下 的 完备 的 ， 逆 命题 对 阿 贝 尔 群 是 显然 的 ， 但 对 一 般 情况 是 
不 成 立 的 ， 而 对 Z4- 群 将 在 一 系列 预备 讨论 之 后 来 证 明 。 在 得 到 
这 个 结果 之 前 我 们 将 把 完备 群 理解 为 在 Черников 意义 下 的 完备 
群 ,为 了 避免 累 竟 的 叙述 , 将 不 再 每 次 声明 . 

Z4- 群 是 完备 的 当 且 仅 当 它 不 包含 具有 限 指数 的 真子 群 ， 

事实 上 , 如 果 完 备 群 G, 甚至 不 一 定 是 Z4- 群 ， 含 有 具有 限 指 
数 的 真子 群 ， 则 在 其 中 也 必 有 有 限 指数 的 正规 子 群 ， 但 是 完备 群 
不 能 有 非 平凡 的 有 限 商 群 ， 这 是 因为 完备 群 的 同 态 象 本 身 是 完备 
的 ， 而 异 于 妃 的 有 限 群 永远 不 会 是 完备 的 一 这 只 要 取 此 和 群 的 阶 
Ж n ИЖ. 

反之 , 设 Z4- 群 G 不 含 具有 限 指数 的 真子 群 并 设 % 是 任意 自 
然 数 ， 用 五 表示 群 G 的 所 有 元 素 之 7 КЖЕ АТ. .需要 证 明 
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G—H, WEAZXE,DWBTHIEGBIIEHCERE, d 13672 £x 9 
E G/H, СЕРЖА СНУ, бл AR ZARE, mud g 64 н 
Grün 引 理 , 具有 非 平 凡 阿 贝尔 商 群 .在 两 种 情形 下 , 我 们 都 得 出 ， 
群 CS 有 一 个 非 平凡 阿 贝尔 商 群 , 而 此 商 群 中 元 素 的 阶 总 体 有 界 . 根 
据 Prüfer 第 一 定理 (8§ 24)， 这 样 的 阿 册 和 尔 群 可 分 解 成 科 环 群 的 下 
积 ， 因 此 含有 限 指 数 的 真子 群 ， 而 它 对 应 着 群 G 的 有 限 指 数 真 子 
BE, 但 这 和 假设 矛盾 .定理 证 完 . 

完备 А-Я С 的 周期 部 分 使 在 此 群 的 中 心 内 , 
事实 上 , 设 
Е=2С72,С++С 2С 2С, С2,= 6 
Ace G 的 上 中 心 列 而 a ЖЕЛЕ SET 1BUGmcUT S, 
а" =], | (1) 


FEA о, 使 
a&Z,, acZ,. 
需要 证 明 : &=0. | 

设 =1， 今 证 ， 对 G 中 任意 元 素 >, 元 素 x" 与 a 交换， 事实 
E, РАЕН = (a, хта НУ), 因为 a€ Zo 其 类 不 大 于 2,， 故 由 》14 _ 
中 的 (3 ) 和 (4 ) 有 | 

[а,х"]:=[а,х]"={а",х]=[1,4]=1. 
因为 由 群 G 的 完备 性 其 任意 元 可 表示 成 某 些 元 素 п НЕМ, 
ВЗ a ER G 的 中 心中 ,这 和 假设 4==1 是 矛盾 的 . 

B B 是 茶 一 大 于 1 的 序数 , 并 设 已 经 证 明 不 可 能 有 不 等 式 1 志 
а< 8. 4& a—, И аЕ Йа, 因此 对 G 中 任意 zw, 换 位 子 [x，a] 
在 Zs 中 .但 

[x,a]|-- (z^la^!z)a. 
右 侧 是 两 个 有 限 阶 元 素 的 乘积 , 因此 元 素 Lz, а ДЕД РЯ G 的 周期 
部 分 , 亦 即 有 有 限 阶 . 因此 依 归纳 假设 得 , 此 换 位 子 作为 Ир 中 元 素 
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应 当 还 属于 群 C 的 中 心 7. RATE zy 是 任意 的 , 故 得 实际 上 有 
а© Ж», 这 和 假设 71 是 矛盾 的 . 

定理 证 完 ， 从 它 可 推 得 , 任意 周期 完备 Z4- 群 是 阿 贝尔 的 .在 
Мухаммеджан [2] 中 可 找到 此 最 后 结果 的 一 些 推广 但 是 把 
它 推广 到 任意 周期 完备 局 部 需 零 群 上 去 是 不 可 能 的 , 这 可 由 Hep- 
HHKOBL10j 中 给 出 的 非 交 换 完 备 局 部 有 限 p- 群 的 例子 看 出 ， 

X 9 ZA- 群 G 的 周期 部 分 下 是 有 限 的 , 则 了 一 EB, 即 G 是 无 
A, RIIG 在 这 种 情况 具有 递增 中 心 列 ,其 所 有 因子 都 是 无 捏 
完备 阿 贝尔 群 ， 还 可 认定 所 有 因子 的 秩 都 是 工 

上 面 已 经 亚 明 ， 子 群 正 含 在 群 G 的 中 心 内 ， 者 群 G 是 阿 贝尔 
的 , 则 全 部 证 完 , 因为 完备 阿 贝尔 群 的 周期 部 分 或 者 等 于 至 或 者 是 
无 限 的 ， 而 无 扭 完备 阿 贝尔 群 可 分 解 成 一 些 同 构 于 有 理 数 加 和 群 的 
ДЕН НЕА С $ 23)， 在 另外 情况 依 Grün 引 理 (8$64) 在 台中 存 
在 有 非 平 几 子 群 ，G 可 同 态 地 上 映 到 其 上 ， 它 作为 完备 群 的 同 态 象 
还 是 完备 群 ， 用 Г 表示 群 和 的 任意 完备 子 群 ; 并且 还 可 认定 它 有 
秩 1， 作 为 中 心 的 子 群 , LL 是 群 G 的 正规 子 群 ， 其 次 , 由 上 面 关 于 
党 备 阿 贝尔 群 的 周期 部 分 说 过 的 , 知 

І. ПЕ = Е. 
最 后 , 商 群 G/ 的 周期 部 分 与 了 L/L 重合, 因而 是 有 限 的 . 这 是 
因为 ， 者 元素 aLi 在 此 商 群 中 有 有 限 阶 о, Wa" CL, BI L x 
完备 阿 贝 尔 群 ， 故 在 其 中 可 找到 元 素 5?， 使 a”=b*， 由 之 注意 到 
б 在 中 心 内 有 , (аб ``)" =1, В) ab EF; 因 此 
aLi= (ab) L EFL, /L. 
设 在 G 中 已 构造 出 严格 递增 正规 子 群 链 
LOCLC' CLC", (2) 
Ка 小 于 某 个 序数 р, 并 且 对 所 有 
LQ F =E, 
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ВИДЕ С/Г. 的 周期 部 分 等 于 FLs/ La, ПВ 1/1 М &-1-1< р 
时 属于 群 G/L 的 中 心 且 是 无 扭 完备 阿 贝 尔 群 。 才 6 是 极限 数 ， 
则 取 Г, 为 所 有 Г. «Во. ЕО 的 一 个 正规 子 群 并 且 它 
МРОТ Е ЭТЕ НЕ G/L ВОЈА ЯНУ. АВЕО, 
在 G/Ls 中 有 有 限 阶 п, Hl a" € L,, 则 存在 о, 小 于 6 而 有 a" € Le. W 
此 依 归 纳 假设 , 陪 集 aLa ЛЕН FL. Га 中 , Bl; 
aL,—cl4, CEF, 
和 而 此 时 便 有 
aL,-—cL,, 

ИП aL,CPL;/L;. 

今 设 В—1 存在 ， 商 群 G/Ls-1 满足 最 初 的 群 G 所 满足 的 一 切 
条 件 ， 因 而 在 其 中 心 内 可 找到 非 平 凡 完 备 正 规 子 群 1/21, 它 和 
BE G/L,., 的 周期 部 分 FL,S/L, S ZW ES 由 此 得 


LN FL,- = Ls 
又 因为 依 归 纳 假设 , Le- ПЕ = Е, 故 也 有 
五 ,人 有 = 已 
其 次 , 商 群 
(G/ L4) / (Lgl D,-1) 
的 周期 部 分 等 于 


(FT -1/ + Gol La 10,111), 
由 此 得 商 群 G/L, НЕ FL,/L, Fej, ПК, 
其 实 群 І, 可 以 选 成 其 秩 等 于 1 者 . 

这 样 , 只 要 某 个 L M S Ө 重合 , 严格 递增 链 (2) 就 可 以 继续 
下 去 ， 因 为 子 群 了 和 任意 L УЕ, КН PIERDE 
不 可 能 出 现 的 ， 因 而 证 得 =E， 达 到 群 G 本 身 的 递增 链 (2) 现 在 
就 变 成 为 我 们 要 找 的 此 群 的 递增 中 心 列 ， 定 理 的 最 后 一 个 结论 可 
以 在 证 明 过 程 所 作 的 注 记 得 出 . 


_ яж 26 
现在 我 们 来 证 明 一 个 定理 ， 若 是 用 本 节 开 始 时 给 出 的 完备 性 
定义 , 则 是 完全 没有 什么 好 证 的 . 
完备 Z4- 群 G 的 周期 部 分 百 本 身 是 完备 的 ， 
车子 群 卫 含有 有 限 指数 的 真子 群 Fo, 则 后 者 作 为 中 心 的 子 群 
是 G 中 的 正规 子 群 ， 商 群 С/Р 是 完备 的 且 是 Z4- 群 ， 但 它 的 周 
期 部 分 Р/Р, EAR HF Е, КЖ ЕЕ ЖЕ. НИ 
群 不 能 有 有 限 指 数 的 真子 群 , 因而 作为 阿 贝 尔 群 它 应 是 完备 的 ， 
这 例如 由 本 节 第 一 个 定理 可 以 得 出 ， 定理 证 完 . 
利用 这 个 和 前 面 的 一 些 结 果 , 来 证 定理 : 
& n4 2Z4- 群 G 具有 递增 中 心 列 
ECLQCL,C-:-CL,C-:-:CL,—G, (3) 
其 中 Lo 是 周期 完备 阿 贝 尔 群 , 可 能 与 加 是 重合 的 ， 而 所 有 以 后 的 
因子 都 是 无 招 完 备 阿 贝尔 群 ， 还 其 至 可 认定 ， 这 些 因 子 的 秩 都 是 
1. | 
Ж: b. Ро УҢАЕ С ВУ У. ЕЛ, CELAN 
且 是 完备 的 ， 对 它 的 商 群 将 是 无 扭 完备 24- 群 ， 因 而 剩 下 来 的 只 
是 用 一 下 上 面 证 明 过 的 定理 , 
现在 已 经 可 以 证 明 下 面 定 理 了 . 
$ ZA-8G Ж Черников 意义 下 是 完备 的 ， 则 它 在 本 节 最 初 
定义 下 也 起 完备 的 . | 
设 给 定 群 G 的 一 个 元 素 a 和 自然 数 n， 需 要 证 明 方程 
z"—a 
在 群 G 中 至 少 有 一 个 解 . 按照 前 一 定理 在 群 @ 中 构造 递增 中 心 列 
(3). 存在 a, 使 
a&L,  a€L,,,. | 
ks iR Б La ВЕ RRR, 故 在 Lari 中 有 元 素 v 使 得 
aL,-— (zx, L,)", 
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a—zfa, а,Є1л. (4) 
存在 足 码 1, а, < а, 使 得 
аа, Ра, +1. 
我 们 知道 商 群 L。,,,/L。, 是 完备 阿 贝 尔 群 且 属 于 商 群 G/L, 的 中 
D, ZE La uai UH ZUR t, 使 得 
a,L, == (2 а,)". 
由 此 依 (4 7) 
aLa, = (8 La)” (x4 D4,)" = (жүх») “Б, 
故 有 
а= (ут»)"а;, A&E La,- 
ix C, d Р ДЕ ВОН E E A RH 
07 0477052» *** 2205, 
ЁН. 
а= (z2,z,)"a,, a, L,, 1. 
此 时 有 是 码 &,, а, ous 使 得 
а.,& а 9.6 Га, у. 
重复 前 面 的 讨论 , 我 们 将 可 得 到 
A= (z,X5*2,2541) 85.41, аз, 
有 限 步 之 后 便 有 
| а= (zí23*2,)"0,, 
其 中 a CL, AM Lo=E tj acL. 在 完备 阿 贝尔 群 Lo С Г) 
Lt EE 
а,=®{+\, 
又 因为 zi 在 群 G 的 中 心中 , 则 
а = (Xatir), 


而 这 也 就 是 要 证 的 . 
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“从 现在 开始 我 们 将 把 群 的 完备 性 理解 为 群 的 所 有 元 素 可 以 无 
限制 开 方 ， | 
下 面 这 个 基本 定理 相当 完美 地 刻 划 了 完备 2Z4- 群 的 结构 ; 在 
交换 群 的 情况 它 变 为 我 们 熟知 的 关于 完备 阿 贝 尔 群 结构 的 刻 划 . 
在 任意 完备 2Z4- 群 G 中 可 以 找到 子 群 系 
Ав, А, 45, ***, Аа, 1n, У, (5) 
具有 下 列 性 质 : 
1) 每 一 个 子 人 群 4。, 05 а<у, 或 者 是 关于 某 一 素数 DP 的 p - 
群 或 者 同 构 于 所 有 有 理 数 的 加 群 ， 
2) 由 所 有 子 群 А„„0<а<8 + ux 65 Ж В„,0<8< у, 是 群 G 
55 Е 3L F 8f 
3) 对 所 有 B. 0 By, 
В,ПА,= E, 
4) B,-—G. 
反 过 来 ， 一 个 群 G, 若 有 子 群 系 (5) 且 此 系 有 性 质 1)—4), Ж] 
是 完备 24- 群 . 
证 明 ， 设 G 是 完备 ZARE EEGI, CA НУ 
ECIQCL,C:eCLQCeCL,-Q, 
В. D, ЯН И DL AR BE A AT Lari Lu 270,1, …， 都 是 
pog 1 无 扭 完备 阿 贝尔 群 ， 车 子 群 Ly 异 于 E, 则 它 分 解 成 关于 菜 
Ue pf p -ARER EIR REITER An, 41,…, Аа, … 其 中 a 小 于 
某 个 序数 6， 这 样 当 0 二 8<6 时 条 件 3) 补 满足， 此外， 因为 子 妊 
Го ЕЖЕ G B9 Хо, С 0< р 0 时 条 件 2) 被 满足 . 
”其 次 , 我 们 知道 La &>0, 是 G 的 因而 也 是 Lari 的 正规 子 群 . 
АЕ La 的 扩张 Dau. YA, 
设 т, Е-Е Lar 中 而 不 在 La 内 的 元 素 . 归纳 地 定义 
ЖЖ te k52, 3, … : 00S X 是 方程 
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д’ =, 
的 一 个 解 ， 由 群 G 的 完备 性 它 是 存在 的 ， 因为 ВЕ r La 在 商 群 
LL. 中 有 无 限 阶 , 故 元 素 2i 的 阶 也 是 无 限 的 , 旦 此 外 还 有 
| (x ПГ. = Е. | 

这 样 , 元素 zi АЕ РЯ EB CA Re I| EJUS РА С $7); НА. 
表示 此 子 群 . 

由 等 式 

(z,L4,)* —z, ba 

可 知 , 538 „Г, Ё==1,2, … ERE Dua Го НА ВРЕМЕН 
理 数 加 群 ， 即 同 构 于 群 Га iv 了 Ze。 本身， 但 阿 贝尔 群 Lari/ La 不 能 
分 解 成 直 和 ， 因 而 不 能 含有 真 完备 子 群 。 这 如 证 明了 , 在 群 Lari 
的 关于 子 群 工 , 的 任 -一 陪 集 中 含有 一 个 且 只 有 一 个 属于 AL 的 元 
素 , 而 这 也 就 是 要 证 的 ， 

我 们 知道 

B,— (A,, 0xca« 0} = Lo. 
Xt B 作 归 纳 法 不 难 确定 
(Lg Ar, 0Ka<p}=Lp Oxf«y. 
这 样 , 如 果 取 子 群 系 
Ax, OXA LÒ; A,, 0<а LY 

为 系 (5), 则 定理 前 半 的 一 切 要 求 都 是 满足 的 ， 

现 转 来 证 明定 理 的 后 半 部 ， 先 证 引 理 ; 

若 群 G 没 有 真有 限 指数 子 群 而 其 正规 子 群 4 同 构 于 p -型 群 
或 有 理 数 加 群 , АЗАРИЯ. 

先 设 4 是 p MEE, a 是 它 的 任 一 元 素 ， 子 群 (a} 是 9p" 阶 循环 
群 ， 群 4 只 有 了 唯 一 的 一 个 这 个 阶 的 子 群 , 因此 子 群 {0} 是 4 的 特征 
子 群 , 随 之 是 G 的 正规 子 群 . 因此 元 素 a 在 群 G 内 只 有 有 限 个 共 圈 
元 素 , 又 因为 依 条 件 在 G 内 没有 真有 限 指数 子 群 , ЕК a ERE G 的 中 
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AX. | 

今 设 群 4 同 构 于 有 理 数 加 群 ， 由 $ 21 我 们 知道 群 4 的 自 同 构 
BEL 同 构 于 非 零 有 理 数 作成 的 生 群 , 即 可 分 解 成 循环 群 的 直 积 ( 参 
Ж $ 17). 群 二 的 任意 子 群 也 就 可 分 解 成 循环 群 的 直 积 (参看 $ 24), 
因而 不 能 是 完备 的 . | 

用 群 @ 的 任 一 元 作 群 4 的 变形 在 4 中 诱导 出 一 个 自 同 构 ， 这 
使 我 们 得 到 和 群 G 到 和 群 广 的 一 个 子 群 六 上 的 一 个 同 态 对 应 . 因为 依 
条 件 G 没 有 真有 限 指数 子 群 , 故 在 群 中 也 没有 这 样 的 子 群 ， 随 
之 阿 内 尔 群 人 是 完备 的 , 而 由 上 面 说 过 的 , 因此 还 有 六 =E, 这 就 
延明 Г, P REATEREG Но. SIBE, 

设 给 定 一 个 群 G, 它 有 一 个 县 性 质 17 一 分 的 子 群 系 (5). 今 证 
群 G 没 有 真有 限 指数 子 群 ， 显 然 在 子 群 В, = А, 中 也 没有 这 样 的 
THEE, 因为 它 是 一 个 完备 阿 册 尔 群 ， 设 已 经 证 明 , 在 任 一 子 群 B。， 
0<@< р, 中 设 有 有 限 指 数 子 群 ， 者 是 极限 数 ， 则 在 В, 中 也 没 
这 样子 群 , 因为 Be 是 所 有 Ва, «< в, Jt, Ш В, 中 有 限 指数 子 群 
与 任 一 B. 之 交 仍 是 此 В, 中 的 一 个 有 限 指数 子 群 ， 即 应 与 В, 8 


合 . 


今 设 8 一 1 存在 ， 若 群 В, НТН, 则 和 上 面 一 样 

有 HDB,- 因而 H/B,., Е 
Вь/В»-1\=А„-, 

的 有 限 指 数 子 群 , 但 这 是 不 可 能 的 ， 

ХЕ Н T, 在 任 一 子 群 B, 中 , 这 里 也 包括 在 群 В,= Ч, Я 
有 有 限 指数 子 群 、 随 之 , 任 一 商 群 G/Bow 0 二 ph 二 y, 也 不 含 这 样 的 
TH. НКО, TH B 4, 由 于 它 是 G 的 正规 子 群 而 在 
AEG Шур ору, 0024 0 hh, TRF BaB, 由 于 同 构 于 群 4。 
ВЕ G/B, 的 正规 子 群 , 故 在 这 最 后 一 个 群 的 中 心 内 ， XXE, 

ECB,CB,C:-CB,cC:-«cB,-G 
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AE BE С В 1, НОЕ: 24- 群 。 依 本 节 第 一 个 定理 , 由 在 
G 中 设 有 真有 限 指 数 子 群 现在 可 得 此 群 的 完备 性 ， 定 理 的 证 明 至 
此 结 来 . 
除去 上 面 给 出 的 以 外 , 在 Черников[10, 13, 19] я] [д 
= 44- 群 的 一 系列 其 他 性 质 ， 还 可 参看 Чарин[3], 
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当 我 们 研究 局 部 有 限 群 ， 或 者 2- 群 ， 或 者 对 子 群 有 极 小 条 件 
的 群 时 , 我 们 都 是 停留 在 周期 群 的 范围 内 ， 相 对 立 的 情况 , 亦 即 无 
扭 群 , 也 是 非常 有 兴趣 的 . 

当然 ， 无 扭 任意 非 交 换 群 组 成 一 个 异 肖 广泛 的 群 类 ， 窑 得 多 
的 一 个 群 类 是 具 唯 一 方 根 群 或 者 简短 些 记 作 R- 群 ; 它们 是 这 样 一 
些 群 ,在 其 中 对 任意 元 素 а 和 任意 自然 数 п, 方程 

“=a 
有 不 多 于 一 个 解 ; 换 句 话说 , 7С c, y 和 任意 自然 数 2%， 由 
г" =" 永远 可 得 ху. 

显然 , 任意 ER- 群 是 无 扭 群 并 且 所 有 无 扭 阿 贝尔 群 是 R- 群 . 还 
容易 验证 , 任意 自由 群 是 £- 群 ， 另 一 方面 ， 不 是 任意 无 扭 群 都 是 
R- 群 例如 由 生成 元 a,8 和 定义 关系 式 a^ b 所 确定 的 群 , 即 两 
UH T83R-T- REB СА 08 98 BE ZB НАК $35 вл НА, ЕЖЕ 
R-E, 

Конторович [5, 7] 专门 研究 了 РУ; 还 可 参看 Плоткин 
[1,3]. Жж Е Конторович [5j， 我 们 将 限于 指出 这 些 群 的 
一 些 基本 性 质 . = | 

fr R-P RE PERKE HB Е 4- ВЕ, 它 是 由 阿 贝 尔 
群 论 中 (参看 $$ 25, 30) 移 置 来 的 ; 但 它 在 这 里 经 党 用 另外 一 个 名 
К, Ва РАЕН КОЗ, ДАРИЛ 
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а 和 任意 目 然 数 % 方 程 . 


x” =d 
者 在 G 中 有 解 , 则 此 解 属于 A. 

群 G 本 身 以 及 它 的 单位 子 群 是 G 中 扳 立 子 群 ， 由 于 方 根 的 唯 
一 性 ， 五 - 群 的 任意 多 个 孜 立 子 群 之 交 本 身 也 是 孤立 的 ， 由 此 可 得 
TE В HE G 中 存在 有 含 给 定 元 素 集 以 的 唯一 极 小 孤立 子 群 .这 个 
子 群 叫 作 在 群 G 中 集合 好 的 孤立 子 , 并 记 作 ГСМ), 

显然 有 , R- 群 G өй 3- ЖН Ж оф Haa d Ж G/H 
х 6,489, ҮЕ Ж, 此 商 群 不 一 定 是 R- 群 . 

EA RR- 群 G 中 给 定 一 陶 立 正规 子 群 ,并 乒 商 群 G/H AOR-&£f, 
则 存在 于 CA/ 万 的 所 有 子 群 和 人 中 仿 百 的 所 有 子 群 间 的 自然 一 一 
对 应 使 孤立 子 群 相互 对 应 着 ， 

事实 上 , ЖӨ 的 子 群 4 包含 卫 且 是 孤立 的 ， 若 

(gH)"—-aH, 9EG， aCA, 
则 g” 二 ah€E 4， 因 此 由 4 的 孤立 性 将 有 ge4， 即 gH 在 子 群 A/H 
中 ， 反 之 , В РЯ A/H ER G/H 中 是 孤立 的 .车 
g"—a, gEG, аА, 
ni 
(9Н)" —aH, 
BI FRE A/H № ЗАЗ: Pb Е 9Н 在 此 子 群 中 , 因而 gC A. 

如 - 群 中 任意 子 集 的 中 心 化 子 是 孤立 子 群 . | 

事实 上 , 设 在 有 - 群 @ 中 给 定 一 个 集合 М. Кі r 有 性 
质 : xz” 属于 集合 以 的 中 心 化 子 , 即 是 对 音 中 任意 元 素 a, 有 a 'x"a= 
х". НҢ 

(а xa)" =r", 
因而 依 8- 群 的 定义 有 


а”!ха=єх, 
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1с x RT EM р 16 f. 
由 此 得 , R- SE P ss XE ge m, АХЛ, ВЕН 
{зк Т Е. 
在 任意 В- #0 фя-&%х‚,# а,Ь odi X X 


ab! =Ь!а* 


—--єҥө-- т.к. Н-ННН.---—-—- 
ee hr er 


可 得 
ab — ba. ` | 
只 需 考虑 指数 之 一 ， 例 如 7 等 于 1 的 情况 ， 即 а = Ба" 的 情 
ПТ. И | 
(b lab)*-—b !a*b —b !ba* —a*. 
由 之 依 BR- 群 定义 有 
b iab=a, 
而 这 就 是 要 证 的 ， 
^ hii x xe 
X аж вне теми RE, 
事实 上 , 我 们 已 经 知道 R- 群 G 的 中 心 Z 是 孤立 子 群 ,因而 G/2 
是 无 扭 群 ， 设 | | 
(xZ)"—(y2)", х, 96а. 
由 此 有 | 
z"—y"z, 267. (1) 
此 等 式 说 明 元 素 x" ЖП y" 之 间 是 可 换 的 ， 因 而 和 上 面 证 明 过 的 一 
FÉ, НЕ c fu y 本 身 也 是 可 换 的 ， 此 时 由 等 式 (1) 便 得 
(gz) =z, 
而 由 名 的 孤立 性 得 zE2, 由 此 有 xz 和 = 2. 
反之 , 设 无 扭 群 G 关 于 共 中 心 Z 的 商 群 是 R-E. A 
2" =y", | (2) 
其 中 x,y АЕС Ж. 024)" = 2)". НИ, В 0/2 是 
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R- BE, 故 有 
| rZ-—yZ, 
m r-—ygz,zcZ ПАН 
i =й" д". 

HT CA)H 2" =1, На ЖЕ, ЕН z—1, 因此 x— y, 

依赖 上 面 叙 述 的 结果 , 容易 证 明定 理 : 

R- G ib Pag 

E — 20267,6 СС, «+ 

中 所 有 项 都 是 G 中 孤立 子 群 ， 此 链 的 所 有 因子 ( 当 w 不 是 极限 数 ) 
Zal Za- 是 无 扭 阿 员 尔 群 ,而 对 所 有 Q 商 群 G/Q. X В-%. 

事实 上 , 因为 Z 是 群 G 的 中 心 ， 故 因子 Zi = 7, ЖШ Л? 
8f ELI ZG fH 60, Za E GrP ar T BE НЕ G/Z, Е В. НЯ 
有 小 于 8 的 足 码 w , ИНН PUR ZR TECH ЕН. 27 6—1 存在, 则 
ДЕ C]/Gp-: 是 五 - 群 ， 因 此 它 的 中 心 Zs/Zs , 是 无 扭 阿 贝尔 群 ， 它 
关于 其 中 心 的 商 群 同 构 于 G/%p, 因而 是 R- 群 ， 且 由 中 心 Ze][Gp_， 
[ERE G/Ze- РУ, 并 根据 上 面 证 过 的 关于 在 群 及 其 商 群 的 
孤立 子 群 间 相 互 对 应 的 定理 可 得 ,Znp 是 G 中 孤立 子 群 . 

若是 极限 数 , 则 子 群 Zp 是 递增 抓 立 子 群 叙 列 之 并 ,因而 是 
IMAI 3 — 235 8. 

| (rZg)'—(gyZpg)", х, ЄС, 

Ш "= "2, 其 中 z€Zs, КИП er В № а, dE 262. 由 此 有 
(zZ,)" — (у2.)", 但 依 假设 群 G/Z。 是 R- 群 , К т2. = y Za 因而 更 
有 zZp—yZ; XXWARUEB]IT,G/Z,d BR- 群 . 

我 们 指出 ， 忍 - 群 的 换 位 子 群 可 以 不 是 孤立 的 。 例如， 考察 一 
个 由 生成 元 a, b,c 以 及 定义 关系 式 

ac=ca, bc-—cb, [a,b]-c* 


给 出 的 群 G、 此 群 的 中 心 是 循环 子 群 {o}, 因而 关于 中 心 的 商 群 是 
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无 扭 阿 贝尔 群 , ME А-В, ВЕ ЕЕ ДЕНЕВ О 本 身 也 是 
必 - 群 ， 但 它 关 于 换 位 子 群 的 商 群 包含 2 Boos. 因此 换 位 子 群 不 

X: T ALB. 

若 真 是 把 白 立 子 群 的 概念 用 合理 方式 移 置 到 任意 无 扭 群 上 的 
їй, Ж ER- 群 的 下 一 个 性 质 可 以 作为 它们 的 定义 . 

尼 - 群 中 任意 异 于 工 的 元 素 的 孤立 子 是 秩 为 工 的 无 扭 阿 员 人 尔 
群 ， 且 是 其 中 任 一 异 于 1 工 的 元 素 的 孤立 子 ， 妇 - 群 中 任意 两 个 元 素 
jy xc Ad $6,X345E, | 

事实 上 ， 在 任意 无 扭 群 G 中 任意 异 于 ! 的 元 素 生成 无 限 循环 
群 ， 它 是 秩 为 1 的 无 扭 阿 贝 尔 群 ， 因 为 秩 1 无 扭 阿 贝尔 群 递增 叙 
列 的 并 仍 是 这 样 的 群 ， 故 元 素 x 属于 群 G 的 至 少 一 个 极 大 的 秩 1 
无 扭 阿 贝尔 子 群 4 中 ， 若 现在 令 G 是 R-P, 则 4 包含 在 元 素 7 的 
MF I(7 ) 中 ， 这 是 因为 , 24 aCA НАИ а) арн Е ВЈ 
到 且 辣 时 显然 有 {xz} CIC). 

现在 设 元 素 z 含 在 两 个 不 同 的 极 大 秩 1 无 扭 阿 贝尔 子 群 4, В 
中 ; 随 之 这 两 个 子 群 之 交 蜡 于 召 ， 设 6 БАЯН 
于 1 的 元 素 ， 因 为 这 些 元 素 的 某 些 寡 相 等 因而 是 可 换 的 ， 故 由 上 
面 证 过 的 BR- 群 性 质 知 , 76358 a 和 5 本 身 也 是 可 换 的 这样， 子 群 
(A, B} 是 无 扭 阿 贝尔 群 。， 但 在 这 样 的 群 中 秩 D 的 极 大 子 群 ， 如 果 
它们 不 相同 的 话 , АВЕ ЯР В СЖ $ 30), HZ TOES SIE 
理 的 所 有 结论 (参看 补充 19. 1). 

在 窜 零 群 的 理论 中 R- 群 的 意义 由 下 面 X^ x 3$ (Мальцев 
[6], Черников[19]; ЕЖЕН й, Cecekun[1 1) х Ў. 

л Ж Ж RH 

РАНЕ RERA ДЕВО, В АГАН) PEU 
纳 法 来 证 明 . 设 给 一 6 类群 G, E, 具有 上 中 心 列 

B—ZQCZAQCeeCEÉ,CZ2,—G 
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并 设 在 其 中 有 元 素 2 у, 使 
r^y", m0. 

因为 因子 6/2, EM ДК, CT BE Н = (2, sux) AEG PERT 
H НИ, Н ЖЖ Н) НЕШ ЖЛ ЖК-+Е 0—1, 这 是 因为 , 还 是 在 $11 
就 曾 证 明 过 , 非 可 换 群 关于 其 中 心 的 商 群 不 可 能 是 循环 群 ， 因 此 ， 
正规 子 群 恕 是 В. НН 

s” =g z" y= (y zy), 
XAA xy ey E R-H h, ik r= y zy 由 之 得 гу = ут. МИ 
(3) 可 改写 成 


(ху ')"=1, 
由 此 注意 到 G 是 无 捏 群 全 有 zy=y。 定 理 证 完 . 
因为 对 于 “是 R- 群 "这 个 群 的 性 质 , 局 部 定理 显然 成 立 ， 故 还 
可 进一步 断言 , 任意 无 担 局 部 因 零 群 是 RB, 
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由 上 节 末 所 证 定理 可 以 得 出 ， 上 面 对 BR- 群 所 肯定 的 所 有 性 
ДД, 特殊 言 之 , 对 于 任意 无 扭 局 部 千 零 群 也 都 是 对 的 . 但 是 ， 后 面 
这 些 群 还 可 有 许多 更 深入 的 研究 ， 这 样 的 研究 还 远 远 没有 结束 ， 
而 我 们 在 本 布 中 只 介绍 一 些 结果 ， 进 一 步 的 研究 应 当 是 建立 在 它 
们 的 基础 上 . 

H $30 我 们 知 进 , 无 相 阿 贝尔 群 G 之 子 群 4 的 弧 立 子 ， 亦 即 
h TEFA AER G 中 的 纯 子 群 ， 是 由 群 G 中 所 有 这 样 元 素 组 成 
的 , ИП ЖАЛ ЛЗ AREA, А. 今 证 ,任意 无 扭 局 部 串 零 群 也 具有 
同样 性 质 . A Г 151 e (Мальцев[5]; 证 明 属于 IO.T. Федоров). 

设 群 GG 具有 限 生 成 元 系 ， 

Жү, Хо, ***, Хз, (1) 


在 好 中 给 定 一 子 群 D, 使 得 (1) 中 任意 元 素 2i 1=1,2, 2, s, AX 


286 第 十 五 章 тен 
个 正 的 ;次 方 后 进入 D. 369p RD AGEGCPGEOH ТЕ 45 Ж BG 
中 任意 元 素 的 某 个 正方 寨 进入 D. 
对 群 G 的 类 作 归 纳 法 来 证 明 这 个 引 理 ， 设 
G=G DG, D- DG, DG, DG, =E 
是 群 G 的 下 中 心 列 ， 由 $64 中 最 后 一 个 定理 知 , 子 群 G\ 有 有 限 生 
成 元 系 ， 我 们 将 把 引 理 和 下 面 补充 命题 合 在 一 起 来 证 . 
FRG 有 一 个 有 限 生成 元 系 ,此 系 中 每 一 元 素 的 菜 正方 守 进 
^ р. 
对 于 1 类 群 , 即 阿 贝尔 群 , 所 有 结论 都 是 显然 的 ， 设 它们 对 到 
类 群 也 已 证 明了 . ЖЕ, Е G/G, 中 子 群 DG./G, 有 有 限 指 数 ， 
因而 子 群 DG, 在 群 G 中 的 指数 也 是 有 限 的 . 除 此 之 外 ， 子 群 
G, .,/G, 具有 这 样 的 有 限 生 成 元 系 
уб, — yit Yili 
使 得 
(yjG j)€ DG,/G,, m;>0,7=1,2,.,1. (2) 
这 时 , 和 在 证 明 $64 中 最 后 定理 时 一 样 , 可 以 证 明 ， 元 素 [z, yil, 
}=1,2,+, s, j=1, 2, ++, t, ATRE б, 的 生成 元 系 ， 由 514 中 
换 位 子 的 性 质 (1) 一 (4) | 
Га, yj] — Гат, уз] (3) 
但 是 元 素 т. YE D rh 而 由 (2), 元 素 y a D 中 元 素 差 一 个 属于 群 
G 的 中 心中 的 因子 .这 就 证 明了 ， 等 式 (3) 的 右 侧 含 在 子 群 刀 中 . 
随 之 , (EH EEG, 中 找到 了 一 个 有 限 生 成 元 系 ， 其 中 每 一 元 素 的 某 
ESHA D, 
因为 子 群 G; 是 阿 贝尔 群 , 由 以 上 所 说 , 即 得 交 D 站 G6 在 бр 
有 有 限 指数 ， 由 于 同 构 关 系 
G/(D('1G,) —DG,/D, 
子 群 D 在 DG, 中 也 有 有 限 指 数 , 又 因为 DG 在 G 内 指数 的 有 限 性 
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已 经 亚 明 过 了 , 下 我 们 证 明了 5l 理 的 所 有 结论 . 
在 无 扭 局 部 车 零 群 G 中 任意 子 群 奶 的 孤立 子 7(4) 由 且 仅 由 
群 G 中 其 某 正 次 方 塞 属于 4 的 元 素 组 成 ， 
显然 , 由 z"CA 可 得 zCICA), ЖІК, ix 
x" C A, YCA. 
TE G n TRE Н = (х, yi ен АЕ, Amik a| H 
中 任意 元 素 , 其 中 也 有 元 素 zy, 它 的 某 正 次 宕 进入 交 ANH, № 
EHA TRA 由 此 得 ， 群 @G 中 其 某 正 次 帮 属 于 4 的 所 有 元 素 组 
成 一 个 子 群 ， 显然 这 个 子 群 是 狐 立 的 , 因此 它 与 1(4) 重 合 . 
在 IlnorKknH[3] 中 有 此 定理 的 为 一 个 证 明 ， 
其 次 ， 我 们 来 证 下 面 的 定理 (Txymxos[11; 还 可 参看 Пло- 
ткин[1],Смирнов[11). 
在 无 捏 局 部 赛 堆 群 中 孤立 子 群 的 正规 化 子 是 孤立 的 、 
2675 IG. JG TE Ж ЖЕ а, 它 有 一 个 中 心 列 
E= Асс СЁ, СА, 1С: С? = б. 
ix A НУКУ Р, М 是 它 的 正规 化 子 并 设 元 素 z 有 性 质 
"EN, {8 x&N. (4) 
Tr Аз 不 在 4 内 ， 因 为 ,不 然 的 话 , (4) 将 不 会 成 立 , 因此 在 А 
中 可 找到 一 个 元 素 а, 使 得 
| |  & 'ааз6А. (5) 
x 
| a€Z,,,, a&Z,. (6) 
同时 我 们 认定 把 元 素 a 选择 成 使 足 码 А, 1-5 bn, 是 可 能 中 的 , 亦 
BI е ЖИ: 
x ЗАПА, LTA (7) 
中 的 最 小 者 ， 可 以 认定 , 还 有 
(AN Zoa GA, (8) 
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不 然 的 话 ， 我 们 就 用 元 素 x 来 代 炎 元 素 z， 反 正 由 (4) 我 们 仍 有 
zr "CN. 


ду 
[а х]=у, [у2]= 9:1, 21,2, 
由 (6) 知 
y,CZ, 一 1 2, …， (9) 
并 且 由 中 心 列 的 定义 还 知 
Ры (10) 
因为 
д lax—ay, (11) 
ЕН (5) 
y А. (12) 


我 们 指出 , 还 有 
t 2 这 2 一 1 2 (13) 
我 们 将 用 带 足 码 的 字母 2 表示 元 到 Y: 的 乘积 由 于 (9) 任 何 
这 样 的 一 个 乘积 都 在 7, 中 ; 如 果 它 也 在 4 中 , 则 依 (7) 和 (8), 在 用 
元 素 v 和 zx ! 所作 的 变形 下 它 的 象 仍 在 4 中， 把 乘积 中 所 有 DS 
F y, 的 足 码 都 增加 1 便 得 到 一 个 新 的 乘积 ， 我 们 将 用 z 表示 它 ， 
НИХ, A 20 = (2070), 


今 证 , 对 所 有 + 
| х^*%ах!=аг2, (14) 
这 里 显然 有 z=. 还 将 证 明 , 对 所 有 t 
2;==2;_1012:-1, (15) 


事实 上 , 由 (11) 和 (13) 
| zr ax’ =x ‘аул = ago, 

即 是 22=2,92. WADADE AE RB $—2, ++, 7—1 WEHT. 

HER НЯ 
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Amm ммм Г TO em LT 


‘ах = т ах; X SAY ct iz, 


由 此 有 zi 二 yx zs. [КЕ 


LTZ 7 Z. |J (46) 
由 此 依 ( 人 13) 对 于 s=1 2,… 有 (对 ; 作 归 纳 法 去 证 一 一 译 者 注 ) 
ау а. (17) 


因此 , (15), (11), (13), (16) 和 (17)， 
t iaxi =x az; qx 
= gag X Zj одел 
= 9: di git YY2 Yz yi 
— aZ; iz 
由 此 得 对 足 码 了 也 有 等 式 (1 和 (15)， 多 见 由 等 式 (15) 对 5=1, 
2, … 可 得 等 式 
209 а У.Е. | (18) 
由 (4) 和 (14) 得 
2һЄА, | (19) 
由 (15) 这 也 就 是 
Zm- iE m- 15 À- 
因而 由 (7), (16), CL) 0017) A 
2 (21912-1) ‘ат Ну 
=: ZmYZmEA. 
因为 并 =x a ‘та, 故 依 7) 和 (8) 有 20,269: € A 或 者 由 (19) 有 
VizmgT СА, 
由 此 再 利用 (77 和 (8) 我 们 有 
Z4 А. 
重复 上 面 同样 的 讨论 但 只 是 用 元 素 #» RETR у, 我 们 将 会 
ti 
zac A. 
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z;,PCA, i—1,2,-,b—1, (20) 
但 是 乘积 zu ”就 是 元 素 y; НЕХ УУ Ж. МАН D REAR M 
立 性 得 元 素 У, 本 身 在 4 中. 
设 已 证 元 于 Ув, Ува, ts У; +, 在 和 4 中 ,因而 和 4 也 含有 形 如 2 
BU FE ЖЗЛ. (20) 
Zm ЄА, 
依 (18) 这 就 是 
290 у: CA. 
左 便 中 最 后 一 个 乘 因 子 在 4 中 ,因而 
Z5) Py; EA, 


再 利用 (77 和 (8) 可 得 

y,zo-pPCA. 
设 已 证 

10 EA. (21) 
这 时 由 (18) 可 得 


ytz P 9,22, EA. 
左 侧 中 最 后 一 个 乘 因子 在 4 tp, PALAN 去 变形 剩 下 来 的 乘 
FA, 我 们 就 得 
yi БСР, СА. 
随 之 对 所 有 的 了 从属 关系 (21) 都 是 对 的 ， 当 1 二 m 一 1 时 有 
y"! g(7D€ A, 
ДВ 20-0 =y, МХ а.=у, ЖЖ, УТСА, IUD A BOXE ar EG 
得 | 
y ,« A. | 
这 就 证 明了 , 群 4 包 含 所 有 元 于 yo ЖР ШОН л ж yos НМ 
(12) 2: ЛЕНУ. 
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Ж ТЕЗ ИП ЕН НИЕ AE REG ВО НЛ. АЗС 的 孤立 

TRE, 入 是 它 的 正规 化 子 , 并 设 zx”EN пп r&N. 1 ЕА, 在 4 
中 可 找到 元 素 а, 使 得 


х^!ахб&А. | (22) 
TH | 

Н = ќа, ғ} 
ХЕ НЕ, 而 子 群 | 

A =А[\Н 


在 及 中 是 孤立 子 群 ， 设 N' 是 子 群 4 在 群 甩 中 的 正规 化 子 ， 由 
(22) A rN. НАХ 
7 "A TA. 
假 者 在 这 里 出 现 的 古 严 格 包含 关系 , ULTRI T 2 747 
z"A'y "А", 
即 
x" A'z "9А, 
АОН "СН, 这样, 便 有 xz"EN ， 但 这 和 上 面 考察 过 的 
dir AE ЕАУ TR їл, Aic НАЛА НУ. 
EHE. НЕ ЗН 7113 (Плоткин[1, 31): 
若 在 无 捏 局 部 车 零 群 G 中 子 群 4 是 子 群 妃 的 正规 子 群 ， 则 孤 
立 子 IAAF 1(В) E 3L E, 
SX Е, WAUH ICA)CCICOB), HAAD ERA K In] 0) М 
应 下 子 群 的 孤立 子 上 映 到 此 子 群 之 象 的 孤立 子 中 , 故 对 任意 EB 有 
b !1(A)6 —I(b ^ AD) = I(A), 
Ве ЗЕ РЕ В ЛЕРА 74) 在 群 G 中 的 正规 化 子 中 ， 上面 已 
证 过 , 此 正规 化 子 是 孤立 子 群 , 因而 在 其 中 也 包含 子 群 1(B), 由 此 
{8 (А) жж (ВЕРА. 
МИНЕ Н, Глушков[4] RRA ТН JR or T BE B& rp Br AR РЕ 
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的 无 握 局 部 货 零 群 (参看 补充 25. 2). 

无 扭 局 部 等 堆 群 的 完备 化 ， 完 备 群 在 阿 贝 尔 群 的 理论 中 之 党 
义 古 由 §23 中 许多 定理 确定 的 ， 在 这 些 定 理 中 , 我 们 要 指出 任意 
Baj IR REER LARRA Ef N RRR EE, GSE N REG 的 
ПЕ em M Л RRR TETETERE PE, 以 及 关于 它 的 唯一 性 定理 , 亦 即 
关于 在 含 群 G 的 任意 两 个 极 小 完备 阿 贝 尔 群 间 同 构 对 应 ( 且 是 群 
G 恒 等 自 同 构 的 延续 ) 的 存在 性 定理 , 

关于 可 甬 入 到 竺 备 群 的 定理 很 容易 推广 到 任意 群 上 去 (参看 
B. Neumanni7 |). 

任意 群 @G 包 含 在 某 一 完备 群 中 . 

事实 上 ， 设 是 和 群 G 的 任意 元 素 而 有 是 任意 自然 数 ， 其 次 讽 
B = {5b} 是 循环 群 , 令 它 是 无 限 的 , ECR а 的 阶 是 无 限 的 ,或 是 nk 
阶 有 限 的 , 车 元 素 а 的 阶 是 %， 这 时 带 相 重子 群 {a) = (0^ L JE B. 

a—b* 

的 群 G 和 B 之 自由 积 既 含有 和 群 G 也 含有 方程 2* а 的 一 个 解 ， 这 
里 并 不 排除 此 方程 已 在 群 G Va SU BER v) ETE, 

设 对 (a,) 的 集合 是 良 序 的 , 其 中 аа, k 是 自然 数 ， 可 以 应 用 
超 限 和 的 方法 对 每 一 对 (a， 育 依次 使 用 上 述 的 构造 而 在 极限 处 到 已 
作出 之 群 的 并 而 作出 含 群 G 的 递增 群 列 ， 我们 延 着 这 条 路 可 得 到 
一 个 含 群 G ВЖЕ, 使 得 在 其 中 对 G 中 任意 元 素 可 开 任 意 次 方 .再 
对 群 С, 应 用 同样 的 构造 ,我们 将 得 群 Gu, Ga, fE Ga, n—0,1, 
2, ** 并且 G6 一 G, 组 成 的 递增 列 之 并 显然 是 完备 群 , 

定理 证 完 .同时 我 们 看 到 , ATAR G 的 极 小 完备 群 是 无 法 谈 
任何 的 唯一 性 的 一 一 若是 把 证 明 中 所 示 的 构造 应 用 到 阿 贝 尔 群 G， 
则 将 把 此 群 代 入 到 一 个 非常 不 交换 的 完备 群 中 (参看 补充 19. 4.). 

若是 从 阿 贝 尔 群 不 是 立即 转 到 任意 群 , m DUE 86 SIR AERE, ЛЬ 
末 可 以 不 可 以 仍 能 保留 完备 阿 贝 尔 群 的 所 有 上 面 列 举 的 性 质 呢 ? 


__________ жнт ?93 
在 一 般 情 况 这 也 是 不 成 立 的 ， 因 为 由 在 $ 65 中 证 明 的 ， 关 于 完备 
24- 群 的 周期 部 分 属于 此 群 之 中 心 的 Черников 定理 可 以 得 出 ， 
非 交 换 周 期 害 零 群 不 能 颈 入 到 完备 壤 堆 群 中 .但 在 Мальцев[ 6] 
ВЕНУ, ДИАНЕ Л nP AREE НВ 
零 群 , 则 情况 就 完全 是 男 一 个 样子 了 . 

а 是 完备 无 扭 局 部 种 零 群 , 则 显然 有 , 群 G 的 完备 子 群 且 仅 
有 它们 是 @G 中 孤立 子 群 ， 由 于 这 一 点 上 面 所 得 结果 中 的 某 些 个 在 
完备 群 的 情形 具有 另外 一 种 说 法 , 例如 , 如 果 群 @ 是 无 扭 完 备 局 部 
$3 А 

群 G 的 任意 完备 子 群 集 之 交 本 身 也 是 完备 的 ; 

群 G 完备 子 群 的 正规 化 子 本 身 也 是 完备 的 ; 

群 G 的 上 中 心 链 

ЕС СС CW 
的 各 项 都 是 完备 群 , 此 链 的 所 有 因子 都 是 无 捏 完备 阿 贝尔 群 ,而 所 
有 商 群 G/Z, RAZE ARA RERE, 

这 最 后 一 个 定理 的 某 些 结论 并 不 是 上 池 相 应 定理 的 直接 推 
论 ， 事 实 上 ， 关 于 商 群 G/2, 的 结果 是 由 它们 为 群 G 的 同 态 象 以 
及 子 群 2。 的 完备 性 得 出 的 ， 在 这 之 后 应 用 已 证 过 的 中 心 之 完备 
性 可 得 因子 Zari/ Za 是 完备 的 结论. 

现在 设 G 是 任意 ( 即 不 一 定 是 完备 的 ) 无 扭 局 部 寡 零 群 ， 落 它 
含 在 某 个 完备 的 无 扭 局 部 第 零 群 G 中 , 则 群 G ER G rni for T 
是 群 G 的 含 G 的 一 个 极 小 完备 子 群 . 

我 们 将 称 任意 含 G 的 极 小 完备 无 扭 局 部 逢 零 群 G* 为 群 G 的 
完备 化 ， 由 于 本 节 中 第 -个 定理 ， 无 扭 完备 局 部 黑 震 群 G* 是 其 
子 群 G 的 完备 化 当 且 仅 当 /7* 中 任意 元 素 的 某 正 次 方 寨 进入 @ 
Ф. 
下 面 的 Мальцев ТЕН BE BU PB IE CP BU JE Ж 
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定理 . 

任意 无 捏 局 部 蹇 零 群 G 可 以 内 入 到 无 捏 完备 局 部 紧 零 群 中 ， 
因而 具有 完备 化 . ж бү d$ G; 是 群 G 的 两 个 完备 化 ， 则 在 其 间 存 
在 有 延续 群 G 恒 等 自 同 构 的 同 构 对 应 , 并且 它 是 唯一 的 . 

Manpues[6] 中 利用 群 论 和 Lie 代数 的 工具 证 明了 这 个 定理 . 
直接 证 明 尚未 发 表 , 因而 我 们 只 好 上 略 去 其 证 明 (参看 补充 19. 4). 

ЖФ Мальцев 定理 , 我 们 来 证 明 几 个 关于 无 扭 局 部 寡 堆 
群 之 完备 化 的 定理 , 基本 上 是 由 Manpues[6] 引 出 来 的 . 

若 无 捏 完备 局 部 畦 零 群 G* ЖАЗ Ж G, 和 Gs 的 完备 化 ， 则 
它 也 是 其 交 GCNG: 的 完备 化 . 

事实 上 ， 若 xEG*， 则 存在 有 自然 数 k 各 ， 使 得 x*1EG， 
z':CQ.,, 因而 有 

z'V:€(G1G.). 

£G'ASGuUESSASH'ASAGG 的 完备 子 群 ， 则 已 * 是 
& H* 门 G 的 完备 化 且 此 交 是 G 中 孤立 子 群 . 用 此 方法 在 群 G 的 所 
有 孤立 子 群 与 其 完备 化 G* 的 所 有 完备 子 群 之 间 可 建立 一 个 一 一 

EXE, Н* 中 任意 元 素 的 正 次 窒 进 入 G 中,， 亦 即 属于 交 
H* NG, 因此 Н* 是 此 交 的 完备 化 ， 其 次 , 若 G 中 元 素 9 的 某 个 正 
KRAT H*OG, WEE g EALER A TEH p, WE HE 
H* NG 中 , 因而 如 *nG 是 G 的 孤立 子 群 ， 最 后 , Ж НЕО 
立 子 群 , H* 是 它 在 G* 中 的 完备 化 , 则 H* ГС 中 任意 元 素 的 某 正 
ЯА H h, [ИЕН НДЕ Ө 中 的 孤立 性 得 

H*NG=H. 

这 就 证 明了 定理 的 所 有 结论 . 

最 后 ， 我 们 来 证 明 一 -个 定理 ， 它 是 Ю. Г. Федоров 告诉 作者 
的 ， 若 G* Ж Жа 54 ЖЖЖ С 的 完备 化 
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是 群 G 的 上 中 心 链 而 Za 是 子 群 Ze 在 群 @G 中 的 完备 化 , 则 
EC Z'cZic..cZic. 
ABE G* 的 上 中 心 链 . 
事实 上 , ZY 中 元 素 zi 的 某 次 方 在 Z p, 6“ 中 元 素 9* Н) Ж 
次 方 在 G 中 ， 由 这 些 方 需 的 交换 性 和 在 上 节 中 所 指出 的 一 样 可 得 
元 素 21 和 9^ A Er oe T RBS. 因而 Zi 在 群 G* 的 中 心中 ， 邦 一 
方面 , Ap c 是 群 G* 中 心 的 元 素 ， 则 它 的 某 方 项 在 G 中 因而 也 在 
2 中 ,这 时 zz 就 在 Zr т, ЕВА Г, 21 REG" 的 中 心 . 
设 对 小 于 B 的 所 有 a BIETE Zt ERE G 的 上 中 心 链 的 第 4 
项 ， 设 8—1 存在 ， 因 为 子 和 群 Zs х Ө НУКЕ, ИСН БИШЕ 
过 的 关于 在 群 G 的 孤立 子 群 和 和 群 G* 的 完备 子 群 间 对 应 的 相互 一 
意 性 可 得 等 式 
Z$ 1f1G8—Z2,1 (23) 
是 成 立 的 ， 商 群 4 */ 78 -, 是 其 子 群 G2%-1/28-1 的 完备 化 , 而 子 
群 25/251 ET RE 2,08, 1205-1 的 完备 化 ， 事 实 上 , 若 
(9*78-,)'=2,03-,, g'€G*, 2.ЕЙ,, 
网 | | 
| g* €z, Z5. 1C Z3, 
而 因为 子 群 Z5 是 完备 的 ， 故 9g* 也 在 25 中 ， 另 一 方面 T BE 
228-1123 是 群 G2Z5-1/28-1 的 中 心 ,这 是 因为 ， 者 群 @ ITI JUR 
yo 使 得 对 此 群 任意 元 迷 9 都 有 
[9028-1 923-1] = 8-1, 
К (23) 有 
[go, g]€ CZ5 (160 = 25.1, 
因而 go РИ, 中 ， 现 在 我 们 所 处 的 情况 完全 和 定理 证 明 开 始 时 
相同 ,因而 可 以 同样 地 证 明 , 子 群 2851Q5-: 是 G125 -的 中 心 . 由 
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之 便 得 , 8% 是 群 G* 的 上 中 心 链 的 第 项 . 

在 及 是 极限 数 , 则 Z, 是 所 有 Z 的 并 ，25 的 任意 元 素 z 的 某 
次 方 进入 2, 因而 在 某 个 Ze,a< 中 ， 但 此 时 元 素 z 就 在 Zz rn. 
这 样 , Z5 M he Za а<<8, ЭЕ, Нш С" 上 中 心 链 的 第 В 
ДИ, 

由 上 证 定理 得 , Ai ZA-SE X 4 de А-8, mk 类 无 
фа – X eS ЖОЖ Ж. 

在 结束 时 我 们 指出 Poaymkos[4]UuEBIBS АЕ, CE T 
阿 贝 尔 群 之 完备 子 群 的 一 个 熟知 性 质 : 在 无 执 局 部 备 零 群 中 由 完 
备 子 群 的 任意 集合 生成 的 子 群 仍 是 完备 的， 
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群 的 概念 是 为 数 不 多 的 一 些 基本 概念 之 一 ， 对 于 它们 的 全 面 
研究 组 成 现代 数学 的 目的 和 内 容 ， 现 在 ， 把 群 论 仅 局 限于 与 相 邻 
学 科 的 直接 需求 有 关 的 一 些 问 题 ， 已 是 不 可 能 的 了 一 一 群 论 中 任 
何 本 质 的 推进 ， 任 何 揭示 群 概念 的 深刻 和 新 的 性 质 的 结果 都 不 会 
不 给 这 些 相 邻 学 科 的 发 展 以 影响 ， 因 而 可 被 看 作 是 在 整个 数学 中 
的 一 个 推进 ， 实 际 上 ， 在 数学 的 非常 不 相同 的 部 门 中 以 及 其 至 在 
其 范围 以 外 , 例如 在 理论 物理 中 . 群 为 自己 找到 各 式 各 样 而 有 时 是 
非常 本 质 的 应 用 , 并 且 它 的 作用 随时 都 在 增长 ， 当 然 , 在 很 多 情况 
中 暂时 只 涉及 群 的 概念 本 身 以 及 它 最 简单 的 性 质 ， 即 是 对 群 的 理 
论 没 有 提出 任何 要 求 ， 但 是 , 毫 无 疑问 , 数学 的 相应 分 枝 将 会 得 到 
对 其 发 展 的 新 的 可 能 性 ， 若 是 它们 对 它们 所 使 用 的 群 的 群 论 性 质 
以 及 这 些 性 质 与 该 分 枝 中 最 基本 概念 的 性 质 之 连 系 表现 出 巨大 兴 
感 的 话 , 这 里 的 基本 概念 是 指 , 对 它们 的 研究 组 成 这 些 分 枝 的 基本 
ПШ. 另 一 方面 , 利用 深入 的 群 论 结果 或 者 对 群 论 提 出 巨大 要 求 的 
情形 也 是 非常 多 的 ， 下 面 指出 其 中 的 一 些 . 

Galois 理论 的 基本 内 容 归结 为 , 任意 多 项 式 (更 精确 些 ， 给 
交换 域 的 任意 有 限 扩 张 ) 可 与 一 个 完全 确定 的 有 限 群 对 应 着 ， 对 
这 个 对 应 的 研究 引导 出 可 能 把 交换 域 理论 和 多 项 式 理论 的 许多 问 
题 归 结 为 有 限 群 论 的 问题 ; 特别 , 用 这 种 途径 解决 了 用 根 号 解 方程 
”的 可 解 性 问题 ， 其 次 , ТЕЎ, 特别 是 交换 环 论 中 ， 而 今 带 算 子 的 络 
以 及 包括 Jordan-Hölder 定理 在 内 的 关于 这 些 群 的 基本 结果 找 
到 了 巨大 的 应 用 ， 有 具有 有 限 生 成 元 的 阿 贝 尔 群 的 理论 在 线性 代数 


1) 在 此 结束 请 的 叙述 中 保留 了 对 第 一 版 章节 的 引证 ， 但 在 括号 中 注 明 本 版 的 相 
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中 ， 在 代数 数论 中 以 及 特别 在 拓扑 (Betti 群 ) 中 起 着 重要 的 作 
用 ， 另 一 方面 ， 组 合 拓扑 中 的 许多 问题 归结 为 关于 由 定义 关系 式 
给 定 的 群 的 问题 . | 

ШЕ АЕ ЕН ——[ ЫШ ЕЕЕ КИ 2 CBS 3E 
科 可 以 谈论 统一 最 终 目的 的 话 一 一 应 该 认为 是 寻求 对 所 有 存在 于 
自然 界 的 群 或 者 至 少 是 充分 广泛 的 群 类 给 以 完全 的 描述 ， 即 能 用 
一 组 不 变量 来 给 出 这 些 群 ， 关 于 具有 有 限 生成 元 的 阿 贝 尔 群 的 理 
论 可 以 认为 是 一 个 样本 ， 对 这 个 情形 所 得 到 的 刻 划 (参看 
$ 22(20)) 是 非常 方便 和 清晰 的 ， 使 得 现在 很 难 指出 一 个 与 此 有 关 
的 问题 ,在 解决 它 时 会 遇 到 什么 困难 . 但 是 容易 明白 , 不 可 能 指望 
对 于 更 广泛 的 其 他 群 类 也 能 得 到 同样 清晰 的 刻 划 , 例如 , 对 可 数 准 
素 阿 贝尔 群 的 不 变量 系 (§ 37(28)) 以 及 特别 是 对 无 扭 有 限 秩 阿 贝 : 
尔 群 的 不 变量 系 (§§ 40 ЯП 41(326 和 32c)) 已 是 非常 复杂 的 ， 它 们 ] 
反映 上 述 这些 群 类 的 丰富 性 , 并 且 没 能 给 出 这 样 的 可 能 性 , 使 得 可 
以 设想 ， 在 解决 有 关 这 些 群 的 任意 问题 时 除去 纯 技 术 性 外 已 不 会 
遇 到 其 他 困难 了 ， 此 外 , 一 般 很 难 期 待 , 在 所 有 的 情况 都 能 用 不 变 
量 来 确定 群 ， 而 这 些 不 变量 是 利用 较 群 本 身 更 单纯 或 是 更 习惯 的 
一 些 概念 ,但 是 仅仅 这 样 的 分 类 才 是 有 兴趣 的 ， 只 需 指 出 , 到 目前 
为 止 甚至 对 有 限 群 尚未 得 到 完善 的 刻 划 ， 而 有 限 群 集 才 仅 是 可 数 
的 . 即使 是 在 附加 的 假设 下 ， 只 考察 有 限 可 解 群 或 者 甚至 有 限 p 
群 , 也 还 是 没有 能 作 到 这 一 点 . 在 为 列举 有 限 群 寻找 途径 的 各 种 不 
同 工 作 中 应 当 指出 Fitting 的 论文 [6]， 其 中 作 了 这 样 的 尝试 ， 想 
把 对 任意 有 限 群 的 描写 归结 为 对 可 解 群 和 单 群 的 刻 划 . 另 一 方面 ， 
已 经 很 久 前 便 开 始 了 刻 划 所 有 具 给 定 % 阶 群 的 工作 ， 从 一 些小 的 
n 开始 . 但 是 , 这 些 研究 随 着 的 增 大 的 程度 变 得 非常 复杂 且 暂 时 
讨论 过 的 值 只 限 在 二 百 或 三 百 范围 内 ， 并 总 结 不 出 任何 -- 般 裔 
规律 性 ， 从 H5lder[1] 开 始 的 一 个 方向 是 依赖 数 % 分 解 成 素 因 子 
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乘积 的 形式 来 刻 划 % 阶 群 ， 并 从 这 种 分 解 最 简单 的 情况 开始 ， 这 
一 方向 也 是 除了 一 些 个 别 新 的 群 的 例子 外 设 有 给 出 任何 东西 来 . 

联系 着 群 的 编目 这 个 一 般 问 题 现 在 可 以 理解 ， 为 什么 在 现代 
群 论 中 直 积 和 自由 积 占 据 这 样 重要 的 作用 ， 显 然 ， 它 们 的 作用 在 
于 ， 在 很 多 情况 下 它们 能 把 结构 较 复 杂 的 群 的 研究 归结 为 相对 来 
说 较 简 单 因而 较 易 进行 刻 划 的 群 的 研究 . 

直 积 和 自由 积 运算 是 代数 运算 (在 31 的 意义 下 )， 并 且 是 交 
换 的 和 结合 的 , 定义 在 所 有 群 的 集合 上 (或 者 ， 为 了 避免 集 论 的 尘 
论 ， 在 所 有 其 势 不 超 过 某 个 基数 ©: 的 群 的 集合 上 )， 这 些 运算 中 
的 每 一 个 把 群 对 4, B 一 意 地 对 应 到 一 个 确定 群 C 上 , 并 且 在 C 中 
可 找到 子 群 4' 和 B', 它们 合 在 一 起 生成 C 以 及 顺序 地 同 构 于 4 和 
В. 目前 尚未 解决 的 问题 是 , 在 群 的 集合 上 是 否 存 在 具有 所 有 刚 列 
举 过 的 性 质 的 运算 ， 它 既 不 是 直 积 也 不 是 自由 积 ? 如 果 回 答 是 肯 
定 的 , 则 便 提出 这 样 的 任务 : 找 出 所 有 这 样 的 运算 ， 按 直 积 和 自由 
积 的 理论 的 样板 建立 它们 的 理论 而 以 后 利用 它们 去 研究 这 些 或 那 
些 群 类 [参看 $8 62 和 补充 11.1]， 这 里 指出 , 在 文献 中 常常 出 现 
的 直 积 的 一 些 推 广 并 不 满足 上 面 讨论 的 问题 ， 这 些 推广 的 特点 在 
于 不 假定 其 中 一 个 因子 是 正规 子 群 一 一 在 这 种 情况 下 , 一 般 说 , 这 
个 积 不 是 由 其 给 定 的 因子 完全 确定 . 
”家 积 理论 的 发 展现 在 建筑 在 某 些 非常 困难 的 问题 上 ， 很 自然 
地 在 群 论 的 这 一 部 分 中 基本 的 问题 是 一 个 群 的 两 个 直 分 解 的 同 构 
问题 , 或 者 更 准确 些 , 是 关于 此 两 分 解 是 否 有 中 心 同 构 的 接续 的 问 
题 (参看 $ 27(42))， 对 于 具 任 意 算 子 集 的 群 在 这 个 方向 摆 着 的 任 
务 是 把 Кетак-Шмидт 定理 推广 到 较 具 主 列 群 更 广 的 群 类 上 .去 . 
现在 还 难 指出 一 个 合适 的 群 类 ， 也 许可 以 取 具 有 递 降 正 规 链 中 断 
条 件 的 群 作为 这 样 的 群 类 一 一 对 于 Dedekind ж АВА 中 
断 条 件 者 类 似 于 Кешак-Шмидт 定理 的 定理 是 不 成 立 的 ;但 是 截 


300 第 一 版 的 结束 语 


I 


至 日 前 为 止 任何 对 其 任意 和 工 子 集 的 群 证 过 的 定理 都 能 移 置 到 格 的 
理论 中 [参看 $3§ 47 和 补充 5]. 

对 于 没有 算 子 的 群 也 摆 着 同样 的 任务 ， 并 且 作 为 出 发 点 可 以 
取 Коппек 定理 (参看 $27(42)), 这 个 定理 , 以 及 关于 具 不 可 分 
解 中 心 的 群 的 定理 ($27(47a) 的 结尾 处 ) 使 得 可 以 提出 下 面 一 般 问 
Ш: 关于 给 定 群 的 直 分 解 中 心 同 构 的 定理 的 正确 性 是 否 可 由 对 于 
此 群 之 中 心 的 相应 定理 推 得 ， 因 之 是 否 这 样 能 把 整个 问题 归结 为 
阿 贝尔 群 的 情形 ? 作为 这 个 方向 上 的 第 -- 步 可 以 考察 这 样 的 Е, 
其 中 心 可 分 解 为 可 数 个 有 限 循环 群 和 Br"- 型 群 的 直 积 ， 实 际 上 , 据 
$ 29(53), 具 极 小 条 件 的 阿 贝 尔 群 共有 上 述 类 型 的 分 解 ， 并且 只 有 
有 限 个 因子 ， 即 是 用 这 种 方法 我 们 事实 上 把 Korinek 定理 所 讨论 
的 群 类 推广 了 ， 与 此 同时 由 $ 37(28) 我 们 知道 ， 在 可 数 周期 阿 贝 
尔 群 中 , 可 分 解 成 有 限 循 环 群 和 22- 型 群 直 积 的 阿 贝尔 群 是 使 任意 
直 分 解 都 有 同 构 接续 定理 成 立 的 仅 有 者 (参看 补充 8 5). 

关于 直 积 的 子 群 问题 也 是 非常 有 兴趣 的 ， 与 自由 积 的 情形 不 
同 尚 未 能 借助 直 因 子 的 子 群 来 刻 划 直 积 的 子 群 结构 ， 更 不 用 说 找 
出 元 要 条 件 使 得 某 个 群 能 同 构 于 给 定 群 的 直 积 的 子 群 。 莽 至 对 于 
有 限 群 这 个 问题 都 是 很 困难 的 ， 这 一 点 可 以 从 与 此 有 关 的 论文 
Korinek[3, 4,51 和 Sphodal5, 6] 中 看 出 . 

己 目 由 积 理论 的 发 展 相 联系 的 ， 出 现 了 有 具 相 重子 群 的 自由 积 
КУБЕ ОХ. x7 £:4— UeBE 4, HRA, IERE Aa 是 由 生成 元 系 90, 
和 定义 关系 式 系 Ф. 给 出 (其 中 过 历 某 一 足 码 集 )， 在 每 一 群 A. 
中 取 定 一 个 子 样 Ba HEE, 这 些 子 群 的 选择 能 够 这 样 作 出 ,使 
得 所 有 它们 彼此 间 是 同 构 的 , 即 是 都 同 构 于 某 一 群 B; JB fu 表示 
В. 和 B 间 的 一 个 确定 同 构 对 应 ， 群 A. 的 其 相 重 半 群 B 的 自由 积 


1) 在 oiinek[1j 中 实际 上 讨论 具 算 子 的 群 , 但 是 在 定理 的 证 明 中 本 质地 利用 了 
中 心 的 任意 子 群 而 不 是 象 算 子 群 论 所 要 求 的 只 使 用 容许 子 群 ， 


жж 3 
指 的 是 一 个 群 С, CARA EM. 的 并 集 为 生成 元 系 ， 其 定义 关系 
式 系 取 为 所 有 系 Ф. 之 并 再 添加 上 如 下 得 到 的 关系 式 ， 从 不 同 的 
FRE В. 和 В, 中 取出 在 同 构 对 应 下 对 应 群 互 的 同一 元 素 的 元 素 对 
而 令 其 相等 所 得 到 的 关系 式 ， 推 广 8 43(33) 中 相应 的 构造 方法 ， 
利用 它 可 以 证 明 ( 参 看 Schreier[41)， 群 G БЕ А, 的 生成 元 
与 定义 关系 式 选择 无 关 ， 并 且 它 包含 一 些 子 群 与 它们 同 构 而 仅 相 
交 在 这 些 相 重子 群 上， 

具 相 重子 群 的 目 由 积 又 给 出 一 种 构造 新 群 的 方法 ， 因 此 和 通 
常 一 样 应 讨论 一 个 群 的 两 个 表 成 县 相 重 子 群 的 自由 积 之 分 解 闻 的 
同 构 问题 , 这 里 例如 可 假设 ， 这 些 分 解 已 经 不 能 再 进一步 进行 了 . 
主要 的 困难 在 于 , 一 般 说 , 这 两 个 分 和 解 的 相 重 子 群 不 一 定 相 等 ， 因 
而 关于 此 问题 目前 为 止 只 得 到 非常 特殊 的 一 些 结果 (参看 ， 例 如 
Schreier[1], Курош[2], Калашников 和 КурошГ1]). НГ 
一 般 的 结果 是 З, М. Кишкина 作出 的 ， 即 对 于 有 共同 的 相 重 子 群 
的 两 个 分 解 , 如 果 这 个 相 重 子 群 还 是 群 的 正规 子 群 的 话 , 则 关于 同 
构 的 定理 是 成 立 的 (参看 $ 35 和 补充 $ 8). 

现在 我 们 转 来 讨论 一 些 个 别 的 群 类 , 并 从 阿 贝 尔 群 论 开始 . М 
贝尔 群 组 成 一 个 研究 得 较 好 的 群 类 ， 然 而 对 于 它们 仍然 可 指出 一 
系列 重要 和 国难 的 问题 根据 Ulm 定理 , nf xs uf UI ZR THERE BR 
论 可 认为 是 已 完成 了 , 因此 ,应 转 到 建立 任意 势 的 准 素 群 的 理论 . 这 
. 里 目前 已 得 到 的 结果 很 少 , 只 好 从 建立 一 些 条 件 下 手 , 使 得 在 这 些 
条 件 下 具 给 定 Ulm 因子 的 群 是 存在 的 ,以 此 来 推广 对 于 可 数 情形 
fr $36(27) 中 证 明 的 存在 定理 ， 这 个 问题 的 解决 会 引起 较 大 的 兴 
趣 , 因为 它 可 能 肯定 地 解决 下 面 这 个 目前 尚未 解决 的 问题 : 所 有 不 
同 构 的 具 给 定 势 纹 的 阿 员 尔 群 的 集合 是 否 其 有 势 2*? 其 次 ， 在 
Uim 定理 的 证 明 中 (3 37(28)) 本 质地 利用 了 Prüfer 定理 , ІХ woo 
说 , 此 证 明 不 能 推广 到 可 数 群 范围 以 外 去 , 然而 Ulm 定 理 的 陈 叙 对 
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于 任意 势 的 群 都 是 有 意义 的 . 是 否 Ulm 定理 对 于 不 可 数 准 素 群 仍 
然 成 立 ? 如 果 关 于 这 个 非常 困难 的 问题 的 回答 是 肯定 的 一 一 应 当 
指出 , 即使 当 所 有 Ulm 因子 可 分 解 成 循环 群 的 直 和 这 个 特殊 情况 
目前 也 没有 得 到 解答 一 一 则 整个 准 素 群 的 理论 就 归结 为 去 刻 划 没 
有 无 限 高 元 素 的 任意 势 准 素 阿 贝 尔 群 这 种 刻 划 本 身 就 是 很 有 兴 
趣 的 ,但 是 得 到 这 个 刻 划 是 一 个 不 很 简单 的 课题 , 这 是 因为 在 $35 
(26) 中 已 指出 过 存在 有 这 种 类 型 的 群 ， 它 们 不 能 展开 成 循环 群 的 
直 和 , 并 县 最近 Kynagos[1] 证 明了 , 其 至 对 任意 非 极 限 势 存在 有 
具有 这 个 势 的 准 素 群 ， 它 们 不 包含 无 限 敲 的 元 迷 且 不 能 分 解 成 且 
较 小 势 的 群 的 直 和 (参看 § 26 和 补充 $ 30). 

无 扭 阿 贝 尔 群 的 理论 中 作为 近期 的 任务 应 当 是 利用 在 第 九 
( 八 ) 章 中 得 到 的 关于 有 限 秩 群 的 刻 划 去 对 有 限 秩 群 作 更 深入 的 研 
2b. 特别 是 研究 这 些 群 的 子 群 ,它们 的 直 分 解 以 及 它们 的 目 同 构 群 
等 等 (参看 第 八 章 和 补充 $ 31). 至 于 混合 阿 贝 尔 群 , 则 在 这 里 , 一 
方面 ， 应 当 在 寻求 条 件 以 保证 阿 贝尔 群 能 分 解 成 周期 群 和 无 扭 群 
的 直 和 这 个 问题 中 ， 去 掉 Baer[13] 在 研究 此 问题 所 加 上 去 的 限 
制 , 而 另 一 方面 , 既 使 对 可 数 情形 也 好 ， 对 具有 给 定 最 大 周期 子 群 
А 以 及 给 定 的 关于 它 的 商 群 百 的 所 有 阿 贝 尔 群 进行 充分 好 的 剂 
划 。 为 了 得 到 这 样 的 刻 划 可 以 利用 扩张 理论 的 方法 (3$ 28 (第 十 二 
章 ))， 但 最 终结 果 应 当 是 利用 群 4 和 群 刀 的 不 变量 来 陈述 ， 同 时 
应 追求 这 样 一 个 目标 ， 即 是 关于 群 可 分 解 成 周期 群 和 无 扭 群 的 直 
和 的 Baer 条 件 该 能 由 这 个 结果 作为 显然 推论 而 得 出 (参看 29, 
补充 § 32 和 补充 $33). : 

下 面 我 们 将 讨论 某 些 群 类 ， 它 们 在 这 种 或 那 种 意义 下 是 最 接 
近 有 限 群 的 一 些 推 广 ， 首先 指 出 ， 在 有 限 群 论 感 兴趣 的 诸 问 题 中 


1) 在 本 书 交 纯 之 后 , I. Я. Куликов 得 到 一 系列 与 本 段 所 列举 的 问题 有 关 的 重要 
结果 (第 一 版 校 样 时 注 ). 
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可 以 列 出 这 样 一 些 来 ， 它 们 被 认为 是 群 论 的 这 个 分 枝 中 的 独特 问 
题 , 而 把 它们 移 置 到 无 限 群 上 , 虽然 有 时 也 是 可 能 的 ， 但 却 总 是 处 
于 理论 发 展 的 基本 途径 之 外 : 我 们 谈 的 是 与 给 定 群 的 元 素 或 子 群 
的 个 数 相 联系 的 问题 . 作为 这 类 结果 的 例子 我 们 指出 下 面 这 个 
Frobenius 定理 , 它 在 有 限 群 论 中 起 着 非常 显著 的 作用 . 

如 有 果 龙 是 有 限 群 的 阶 的 因数 ， 则 此 群 中 满足 方程 zx" 二 1 的 
元 素 ( 亦 即 其 阶 为 上 之 因数 的 元 索 ) 之 个 数 被 整除 . 

这 个 定理 被 不 止 一 次 地 推广 过 , 其 中 也 有 对 无 限 群 的 情形 ; 这 
些 推广 中 的 最 好 结果 属于 F. Hall[3], 

周期 群 组 成 一 个 场所 ， 有 限 群 论 中 研究 的 大 多 数 问 题 可 以 用 
自然 的 方式 移 置 到 这 里 来 . 毫 无 疑问 , 周期 群 的 理论 将 生长 成 为 群 
论 中 最 丰富 最 宽广 的 部 分 之 一 ; 但 目前 在 这 里 已 作出 的 结果 太 少 ， 
不 足以 能 有 充分 信心 地 指出 进一步 研究 的 道路 ， 周 期 群 论 所 过 到 
的 基本 困难 在 于 我 们 不 止 一 次 提 到 的 Burnside 问题 任意 周期 群 
是 否 为 局 部 有 限 的 ,或 者 换言之 ,任意 具有 限 生 成 元 的 周期 群 是 否 
ЮА р 这 个 问题 其 至 在 群 的 所 有 元 素 之 阶 有 界 的 条 件 下 (如 
果 谈 论 上 述 陈 述 中 的 第 二 种 ) 也 没有 解决 (参看 补充 8 16). 显然 当 
ЯЕ 1 的 元 素 的 阶 都 等 于 2 的 情形 是 有 肯定 解答 的 ， 因 为 这 
样 的 群 是 阿 贝尔 群 ， 对 于 元 素 的 阶 都 等 于 3 的 情形 ， 以 及 对 于 其 
两 个 生成 元 的 群 ,其 元 素 之 阶 等 于 4 或 4 的 因数 的 情形 , Burnside 
[2] 曾 给 与 肯定 的 解答 ; 在 Levi 和 Van der Waerden[1] 中 也 考 
察 了 上 述 丙 种 情形 中 的 第 一 个 ， 之 后 ，B. Neumann[3] 解 决 了 和 群 
的 元 素 的 阶 不 大 于 3 的 情形 , 而 最 后 Canos[1] 解 决 了 具 任 意 有 限 
生成 元 的 群 ， 其 元 素 的 阶 不 大 于 4 的 情形 ， 但 是 对 于 具有 两 个 生 
成 元 的 群 , 其 中 异 于 1 的 元 素 之 阶 等 于 5 的 情形 , 此 问题 仍 没 有 解 
№. ahm, 下面 问 题 也 设 有 解决 : 对 子 群 有 升 链 条 件 和 降 链 条 
件 的 任意 群 是 否 为 有 限 群 ? 这 个 问题 是 Burnside 问题 的 特殊 情 
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况 , 因为 降 链 条 件 ( 极 小 条 件 ) 保 证 此 群 是 周期 的 , 而 升 链条 件 保证 
此 群 有 有 限 生 成 元 . | 

在 第 七 (十 三 ) 章 中 我 们 有 机 会 看 到 ， 在 研究 周期 或 者 局 部 有 
限 群 时 极 小 条 件 有 时 是 非常 有 益 的 . 目前 下 一 问题 没有 解决 : 是 否 
住 意 有 极 小 条 件 的 群 是 可 数 的 ? 与 此 有 关 的 有 下 面 的 IIMHaT [n] 
Hj 是 否 存在 异 于 gr- 型 群 的 群 ， 其 所 有 子 群 都 是 有 限 的 ? 如 果 利 
用 在 $ 29(53) 中 对 于 有 极 小 条 件 阿 贝尔 群 的 刻 划 , 则 容易 说 明 , 这 
” 些 问题 的 解决 可 由 下 面 Черников 问题 的 肯定 解决 而 推出 : 是 否 
任意 有 极 小 条 件 的 群 必 有 有 限 指 数 的 阿 贝 尔 正 规 本 群 ? 

周期 群 理论 中 首要 问题 之 一 是 细致 地 研究 无 限 2- 群 ， 例 如 
我 们 可 指出 , 目前 没有 确定 , 无 限 ( 局 部 有 限 )2- 群 是 否 可 为 单 群 ?? 
对 于 局 部 有 限 情 形 这 个 问题 还 是 Черников 提出 的 下 述 问题 的 一 
个 特殊 情形 : 局 部 可 解 群 是 否 能 和 其 换 位 子 群 相 重合 ? v3 17 
局 部 可 解 群 也 需要 进一步 的 研究 (参看 $58 和 补充 $ 23)， 例 如 ， 
在 §§32(60) 末 提 到 的 Hall 关 于 有 限 可 解 群 的 Sylow -F ££ e) 
结果 非常 可 能 推广 到 局 部 可 解 群 上 ， 从 周期 群 理 论 的 其 他 路 子 中 
该 指出 应 研究 具有 限 共 斩 元 素 类 的 周期 群 或 局 部 有 限 群 ， 以 及 仅 
具有 有 限 个 共 斩 元 素 类 的 群 (参看 补充 $ 17). 

应 当主 要 在 周期 群 理论 范 围 之 外 去 发 展 可 解 群 的 理论 ， 不 能 
认为 可 解 群 定义 本 身 对 于 无 限 姓 情形 是 已 最 后 确立 的 了 ， 这 里 近 
期 任务 是 研究 可 解 群 定义 的 各 种 不 同 可 能 方案 之 间 的 关系 .在 周 
期 群 理论 之 外 也 有 关于 Sylow 子 群 的 某 些 问题 ， 例 如 在 什么 条 
件 下 给 定 群 的 Sylow p--f- 8E 2 46 3 ж I8] a 05 123 题 就 是 这 样 的 问 
题 , 这 些 条 件 应 较 这 种 子 群 的 个 数 有 限 性 为 广 ，[ 参 看 8854, 55 和 
补充 18]， 另 一 方面 ， 虽 然 (可 数 ) 局 部 有 限 群 的 Sylow p- 子 群 不 


1) ЖЕТ Zz, О. Н. Черников 得 到 这 个 问题 和 的 否定 解决 (第 一 版 校 样 时 
1E). 
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一 定 是 同 构 的 ， 但 是 给 定 群 之 Sylow 2- 子 群 的 多 样 性 在 这 种 情形 
应 当 具 有 某 些 相当 明确 的 规律 性 (参看 , 例如 , 可 数 对 称 群 )， 而 确 
立 这 些 规律 性 该 是 群 论 的 这 一 部 分 的 近期 任务 之 一 ， 最 后 ， 研 究 
局 部 有 限 群 ,对 其 Sylow 子 群 附加 以 这 样 或 那样 的 限制 ， 也 能 导 
出 内容 丰富 的 理论 ， 

具有 有 限 生成 元 的 群 是 非常 有 兴趣 的 ， 在 阿 贝尔 群 的 情况 对 
它们 的 研究 没有 遇 到 困难 ， 但 是 关于 具有 有 限 生成 元 的 非 交 换 群 
的 任意 问题 ， 甚 至 从 其 陈述 上 看 最 初等 的 问题 ， 通 常 都 是 很 困难 
的 ， 这 里 除 Burnside 问题 外 例如 可 指出 我 们 已 知道 的 Hopf М 
题 具有 有 限 生成 元 的 群 能 和 其 真 商 群 同 构 吗 ? (参看 Magnus 
[6])( 参 看 $ 38 和 补充 $ 15) 或 者 关于 是 否 存在 具有 有 限 生 成 元 的 
无 限 单 群 问题 ， 对 于 仅 具 有 有 限 生 成 元 及 有 限 个 关系 式 的 群 的 研 
究 没 有 导致 建立 一 个 宽广 的 理论 , 虽然 这 样 群 的 个 数 仅 是 可 数 的 ， 
或 者 所 考虑 的 是 关于 具有 有 限 生 成 元 的 群 ， 而 其 任意 子 群 仍 是 其 
有 有 限 生成 元 的 , 这 也 不 导致 建立 一 宽广 的 理论 , fc 29(53) 54% 
的 群 , 也 就 是 对 十 群 有 极 大 条 件 的 群 ,并 且 目 前 其 至 关于 此 最 后 一 
群 类 的 势 的 问题 也 没有 解决 . 

我 们 知道 ， 在 秩 2 自由 群 的 子 群 中 可 以 找到 任意 有 限 甚至 可 
数 秩 的 自由 群 (参看 S 45(35))， 另 一 方面 ， 任 意 一 个 有 限 群 含 在 
某 个 对 称 群 中 ,而 依 8 12(6) 它 有 由 两 个 元 素 组 成 的 生成 元 系 ， 这 
就 产生 一 个 问题 ， 任意 一 个 可 数 群 能 否 风 入 到 某 个 具有 有 限 生 成 
元 的 群 ， 甚 至 可 能 是 具 两 个 生成 元 的 群 ， (参见 8$38)， 如 果 不 是 
这 样 ， 则 应 该 对 容许 有 这 种 代 入 的 那些 可 数 群 作 专门 的 研究 ， 与 
此 问题 相近 的 有 下 面 这 个 关于 过 可 数 群 的 Maupies 问题 :是否 
在 一 个 可 数 群 ,而 任意 可 数 群 同 构 于 它 的 一 个 子 群 顺便 指出 , 对 
于 可 数 阿 贝尔 群 言 ， 可 数 个 与 有 理 数 加 群 间 构 的 群 以 及 对 每 个 素 
数 卫 取 可 数 个 9”- 型 群 所 作 的 直 和 就 是 这 样 的 之 群 (参看 $38 和 
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补充 $ 1). 

许多 关于 具有 有 限 生 成 元 的 群 的 问题 ， 其 中 也 包括 上 面 列举 
过 的 一 些 ， 是 可 以 表述 成 关于 有 跟 秩 自由 群 正规 子 群 的 问题 ， 例 
如 , 对 元 素 的 阶 在 总 体 上 有 办 的 情形 关于 周期 群 的 Burnside 问题 
就 变 成 一 个 自由 群 中 所 有 元 素 的 % 次 虹 生 成 的 子 群 是 否 为 有 限 指 
数 的 问题 ; 关于 是 否 有 具有 有 限 生 成 元 的 无 限 单 群 的 问题 对 应 
于 在 有 限 秩 自 由 群 中 是 否 有 无 限 指 数 的 极 大 正规 子 群 的 问题 ; 在 
$ 8(61》 中 提 到 的 关于 奇 合成 数 阶 有 限 单 群 的 Burnside 问题 等 价 
于 在 自由 群 中 是 否 存在 极 大 正规 子 群 , 其 指数 是 奇 合成 数 ; E, 
在 有 限 秩 自 由 群 中 是 否 存在 正规 子 群 ， 它 在 群 的 某 个 自 同 构 下 有 映 
$18 Er BS CT RE E. 这 个 问题 接近 于 Hopf 问题 (虽然 和 它 并 不 一 
样 )， 但 是 , 这 种 到 自由 群 上 的 转移 并 未 使 对 这 些 或 与 之 相似 问题 
的 解决 变 得 容易 一 些 . 问题 最 终 总 是 归结 为 要 和 弄 清 , 由 自由 群 的 某 
些 元 素 生 成 的 正规 子 群 是 由 一 些 什么 样 的 元 素 组 成 的 ， 这 就 是 已 
在 $14(41) 结 尾 处 指出 过 的 恒等式 问题 (参看 $ 38 和 补充 $ 15). 

关于 由 定义 关系 式 给 出 的 群 的 同 构 问题 目前 只 能 说 出 一 些 分 
散 的 ,特殊 的 结果 , 距 形 成 一 个 理论 是 很 远 的 ， 下 面 这 个 Magnus 
定理 (参看 Magnus[19|) 无 疑 是 很 有 兴趣 的 , 它 涉及 某 个 群 和 自由 
群 的 同 构 问 题 . | 

du — A ntk AERA, du da Ё Аз EX iR эю Л в XE 
义 关 系 式 给 出 的 群 具有 某 一 由 于 个 元 素 组 成 的 生成 系 ， 则 它 必 是 
п 秩 自由 群 | | 

在 一 系列 工作 中 (例如 参看 Coxeter[2,3,5,6], Sinkov[2, 3]) 
研究 某 些 特殊 类 型 的 定义 关系 式 ， 并 且 主 要 讨论 由 它们 定义 的 群 
的 有 限 性 问题 . 研究 得 比较 好 一 些 的 只 是 具 一 个 定义 关系 式 的 群 ， 
综 而 目前 例如 下 面 问 题 也 还 没有 解答 : 两 个 具有 一 个 定义 关系 式 
的 群 什 么 时 候 是 同 构 的 ? 没有 完全 解决 的 还 有 关于 这 些 群 的 子 群 


问题 ; 这 里 基本 的 结果 是 Dehn-Magnus 定理 (关于 自由 的 定理 ， 
Magnus[1 ]); | 

+ EEG dj NS 6 а, 03,75, а. 以 及 一 个 关系 式 far +, 
а.) =1 给 出 ， 如 果 元 素 4 出 现在 此 关系 式 中 且 不 能 利用 变形 去 
ЖЕ, М (а, 5, а _ 1) 是 自由 群 ,而 元 素 gd yan_i 是 它 的 自 
由 生成 元 . | | 

最 后 ， 关 于 由 关系 式 给 出 的 群 的 结果 中 ， 我 们 指出 一 个 属于 
Reidemeister[1] 的 方法 , 用 它 可 建立 由 定义 关系 式 给 出 的 群 之 子 
群 的 定义 关系 式 . 

在 局 部 自由 群 的 理论 中 (参看 8$ 48(37а)) 还 留 下 许多 未 解决 
的 问题 , 在 它们 未 获得 解决 前 , 不 能 说 对 这 个 相当 广泛 群 类 的 研究 
已 经 完成 了 ， 例 如 ， 上 面 已 经 提 到 的 关于 是 否 存 在 非 可 数 的 局 部 
自由 群 , 它 不 是 由 自由 群 组 成 的 升 链 之 并 ,以 及 与 此 相近 的 关于 是 
否 存 在 有 限 秩 的 非 可 数 局 部 自由 群 ， 这 最 后 一 个 问题 可 归结 为 下 
面 的 问题 ， 是 否 可 将 任 一 可 数 有 限 秩 局 部 自由 群 幅 入 较 大 的 同一 
秩 的 局 部 自由 群 中 ? 还 可 提出 关于 完全 的 刻 划 有 限 秩 可 数 局 部 自 
由 群 的 问题 ， 对 此 很 可 能 利用 我 们 已 知 的 关于 有 限 秩 无 扭 阿 贝 尔 
群 的 刻 划 ， 另 一 方面 , 局 部 自由 群 的 定义 本 身 引 出 如 下 的 问题 : 一 
个 不 可 数 群 , 如 果 其 任意 可 数 子 群 都 是 自由 的 , 则 它 本 身 是 否 是 自 
由 的 ? 

除去 上 面 考察 过 的 群 类 以 外 ， 置 换 群 和 算 阵 群 在 群 论 中 占有 
显著 的 地 位 ， 与 我 们 到 此 以 前 所 作 过 的 不 一 样 ， 对 这 些 群 的 研究 
依 束 于 它们 的 元 素 的 性 质 因 而 这 些 研 究 (除去 收 在 8 11 (110) p f 
关 置换 群 的 基本 性 质 外 ) 不 在 本 书 计划 中 .置换 群 的 理论 对 于 有 
限 群 的 情况 很 久 以 来 就 有 详细 的 讨论 ， 它 也 已 扩展 到 无 限 群 的 情 
Я, 然而 , 目前 尚 无 特别 大 的 成 就 ， 对 矩阵 群 的 研究 , 确切 地 说 ,对 
域 上 有 限 阶 非 退 化 矩阵 的 群 之 子 群 的 研究 ， 是 一 个 非常 重要 的 课 
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Ln и пий 


Ej. ЕВА ЕН [e] E Hb ЛЕН ЕЕ 8 ET ABE 
群 一 一 为 了 证 明 它 可 以 用 Cayley 4g ER CS 5(5)), 而 把 置换 代 以 在 
每 行 每 列 处 只 含 一 个 异 于 零 而 靠 于 工 的 和 抢 阵 、 在 上 世纪 末 和 本 世 
纪 初 有 大 量 研 究 ( 和 参看 Dickson[1], Уап der Waerden[1)) JE f 
沦 全 矩阵 群 以 及 其 最 重要 的 子 群 和 商 群 , 亦 即 所 谓 线性 群 ,特别 是 
在 有 限 域 上 的 情形 、 无限 群 已 远 不 是 贡 能 同 构 能 入 年 阵 群 内 ， 或 
者 象 通常 所 说 的 , 用 矩阵 同 构 地 表示 , 因而 很 基本 的 是 关于 在 什么 
条 件 下 这 种 表示 是 可 能 的 问题 ， 在 Мальцев[2] 中 对 阿 册 尔 及 周 
期 群 的 情形 给 出 了 这 样 的 条 件 ; 特别 , ?- 群 可 用 特征 零 的 域 上 算 阵 
同 构 表示 的 必要 且 充 分 条 件 是 它 为 特殊 的 ，*， 但 是 对 于 有 限 生成 
群 目前 还 没有 得 到 类 似 的 条 件 , 同时 还 知道 , BOE TE RERE 
阵 群 , 它 不 能 由 有 限定 义 关 系 式 系 给 出 (HzcHeBHa[lij)， 也 存在 共 
有 有 限 生 成 元 和 有 限 关 系 式 组 的 群 , ЕЛВЕ Н ЖЕ: (Фу- 
KC-Pa6unHoBHd[3])。 由 于 对 和 矩阵 群 上 述 有 关 有 限 生 成 群 的 许多 
问题 得 到 解决 , 其 中 有 关于 周期 群 的 Burnside 问题 (Burnsidef3] 
和 Schur[1j 是 对 特征 零 的 域 , 而 Мальцев[2] 是 对 特征 了 的 域 )， 
Hopf 问题 以 及 关于 有 具 有限 生 成 元 的 无 限 单 群 问题 (两 者 都 在 Ma 
nbueB[2])， 使 该 问题 更 有 趣 . 最 后 , 我 们 指出 Нисневич[1]ИЕВЯ 
的 一 个 定理 ; 可 由 矩阵 同 构 表 示 的 群 之 自由 积 在 适当 选择 的 域 上 
本 身 也 具有 这 样 的 表示 . | 

EARE Р ЖЕ ЖЕ ВЕЕ Н АО 同 态 映 射 起 着 很 重要 的 作用 ， 
如 果 谈 论 的 是 到 域 玉 上 7 阶 全 矩阵 群 中 的 同 态 映 射 ， 这 就 是 所 谓 
ЖК Еп 次 表示 .关于 这 些 表 示 的 性 质 以 及 在 研究 有 限 群 时 , 它们 
的 作用 等 问题 , 我 们 建议 读者 去 看 Van der Wearden 的 《近世 代 
数学 ?的 第 17 章 或 者 关于 有 限 群 的 专 着 .- 

现在 剩 下 来 的 是 对 群 与 格 的 联系 作 几 点 注 记 ， 在 $52(4705) 


1) 即 是 Черников p-R. 
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中 已 提出 了 由 其 子 群 格 唯一 确定 该 群 的 可 能 性 问题 并 指明 了 在 一 
般 情 况 回答 是 否定 的 .因此 很 自然 地 除了 子 群 格 以 外 还 考虑 与 此 
群 相 联系 的 其 他 格 ， 例 如 关于 所 有 子 群 的 所 有 陪 集 作 成 的 格 . 53 
一 方面 ,继续 Baer 的 工作 ， 应 该 弄 清 ， 是 否 和 阿 贝尔 群 的 情况 类 
VA, 佳 一 在 某 种 意义 下 充分 《大 >》 的 非 交 换 群 由 其 子 群 格 完全 确定 ? 
最 近 Л.Е. Садовский 证 明 , 自由 群 的 确 具 有 这 样 的 性 质 (参看 补 
充 $ 14). 
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